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Epigrafe

“Ele vos deu vida, estando vds mortos nos vossos delitos e pecados.
Nos quais andastes outrora, segundo o curso deste mundo, sequndo
o principe da potestade do ar, do espirito que agora atua nos filhos
da desobediéncia.

Entre os quais também todos nds andamos outrora, segundo as
inclinacdes da nossa carne, fazendo a vontade da carne e dos
pensamentos; e éramos, por natureza, filhos da ira, como também
0s demais.

Mas Deus, sendo rico em misericérdia, por causa do grande amor
com que nos amou,

E estando nds mortos em nossos delitos, nos deu vida juntamente
com Cristo - pela graga sois salvos,

E, juntamente com ele, nos ressuscitou, e nos fez assentar nos
lugares celestiais em Cristo Jesus;

Para mostrar, nos séculos vindouros, a suprema riqueza da sua
graga, em bondade para conosco, em Cristo Jesus.

Porque pela graga sois salvos, mediante a fé; e isto nio vem de vds,
é dom de Deus.

Nido vem das obras, para que ninguém se glorie;

Pois somos feitura dele, criados em Cristo Jesus para boas obras, as
quais Deus de antemdo preparou para que anddssemos nelas.”

Ef 2:1-10
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Resumo

Nas duas tltimas décadas, os métodos de identificacdo por subespacos vém ga-
nhando um papel relevante no cendrio internacional, tendo em vista o potencial de
sua aplicagdo no meio industrial, especificamente em plantas multivaridveis. Os al-
goritmos de identificagdo por subespacos sdo simples de implementar tanto quanto
o algoritmo de minimos quadrados. Entretanto, a teoria por tras desses métodos ne-
cessita de conceitos da teoria de sistemas lineares, processos estocdsticos, identificacdo
de sistemas, algebra linear, entre outros, o que dificulta sua compreensdo e difuséo.
Este trabalho investiga o uso de técnicas de identificagdo por subespagos aplicadas a
sistemas a tempo discreto, lineares, invariantes no tempo e multivaridveis. Os esforcos
foram direcionados aos seguintes objetivos: (I) interpretar geometricamente a meto-
dologia, (II) levantar, por meio de simulagdes, situa¢des nas quais os algoritmos sdao
indicados ou nao, (III) comparar com outras metodologias clédssicas e (IV) aplica-los a
sistemas simulados e experimentais. Inicialmente, apresentam-se conceitos relativos
a modelagem em espaco de estados, matrizes e vetores em blocos, ferramentas geo-
métricas e estatisticas. Esses conceitos sdo essenciais para compreensdo da teoria de
identificagdo por subespacos. Posteriormente, no caso deterministico de identificagdo
por subespagos, faz-se um estudo completo de como as matrizes de estados podem ser
extraidas por meio dos dados de entrada e saida de um sistema multivaridvel. Neste
contexto, sdo estudados os algoritmos N4SID e MOESP. Logo ap6s, o caso estocdstico é
tratado de forma semelhante ao caso deterministico. Mostra-se que os métodos N4SID
e MOESP sao robustos a ruido de medigao branco. Contudo, quando sujeitos a ruido de
medicdo e/ou de processo colorido, esses estimadores sdo polarizados. Uma alternativa
nao polarizada é o método de varidveis instrumentais. Sendo assim, sdo apresentados
os estimadores MOESP-PI e MOESP-PO. A fim de facilitar a compreensao das diferen-
tes caracteristicas dos métodos de subespagos, demonstra¢des e exemplos simulados
sdo apresentados. Por fim, os métodos N4SID, MOESP, MOESP-PI e MOESP-PO sao
aplicados a trés sistemas multivaridveis: um modelo simulado de um motor CC, uma
planta de bombeamento de 4gua e uma planta de flotacdo em coluna. Os resultados
apresentados sugerem que os métodos de subespacos sdo uma alternativa vidvel para
sistemas lineares de multiplas entradas e multiplas saidas.

Palavras-chave: Identificagdo de sistemas; Métodos de subespacos; Modelos em
espaco de estados; Sistemas multivaridveis; Sistemas Lineares.
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Abstract

Over the last two decades, subspace identification methods have attracted great
attention due their potential for application in industry, especially for multivariable
systems. The algorithms of subspace identification are as easy to implement as well-
known algorithms such as least squares. However, the theory behind these methods
requires concepts from linear systems, stochastic processes, system identification, linear
algebra, and others, making their understanding more difficult. As a consequence such
methods are less well-known than others. This work investigates the use of subspace
identification techniques applied to discrete-time, linear, time-invariant and multivari-
able systems. Our efforts have focused on the following objectives: (I) to geometrically
interpret the methods, (II) to investigate, by means of simulations, situations in which
the algorithms are best indicated, (III) to compare with other classical methods and
(IV) to apply them to simulated and experimental systems. At first, basic concepts
are reviewed: data modeling in state space, block matrices and vectors, geometric
and statistical tools. These concepts are critical to understanding the theory behind
subspace identification. Later, in the case of deterministic subspace identification, a
comprehensive study about how state matrices can be obtained from input-output data
is provided. In this study, the algorithms N4SID and MOESP are presented. Subse-
quently, the stochastic case is treated similarly to the deterministic one. It is shown
that the methods N4SID and MOESP are robust to white measurement noise. Howe-
ver, when the methods are exposed to colored noise, either measurement or process,
these estimators are biased. One alternative is to use instrumental variable methods.
Two such algorithms are presented: MOESP-PI and MOESP-PO. Demonstrations and
simulated examples are presented, in order to facilitate the understanding of the cha-
racteristics of subspaces methods. Finally, the methods N4SID, MOESP, MOESP-PO,
MOESP-PI are applied to three multivariable systems. The first system is a simulated
model of a DC motor. The other two are experimental systems, namely water pumping
system and a column flotation system. The results suggest that the subspace methods
are a feasible alternative for linear systems of multiple inputs and multiple outputs.

Keywords: System identification; Subspace methods; State-space models; Multiva-
riable systems; Linear systems.
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C
CA

CA? | ¢ Riban (matriz de observabilidade estendida);

CA-1
( AT'B A?B ... AB B ) € R™™ (matriz de controlabilidade
estendida deterministica);
( ATK AZ2K ... AK K ) e R™"i(matriz de controlabilidade
estendida estocastica);
D 0 0 - 0
CB D 0 - 0
CAB CB D . 0 |eR¥™" (matriz em blocos
CA=2B CA3B CA™B --- D
triangular inferior de Toeplitz deterministica);
I 0 0 - 0
CK I 0 - 0
CAK CK I . 0 | e R™i(matriz em blocos
CA2K CA73K CA™*K --- I

triangular inferior de Toeplitz estocéstica);

Maior valor de A;

BT(BBT)'B € R™™ (projeta o espago linha de uma matriz qualquer

ortogonalmente no espaco linha da matriz B);

(Moore-Penrose) pseudo inversa de A;

I; - BT(BBT)'B € IR/ (projeta o espago linha de uma matriz qualquer

ortogonalmente no espago linha da matriz B*);

Complemento ortogonal de B;

Matriz identidade j X j;

ATl = ABT(BBT)'B (projegiio ortogonal do espago linha de A no espago linha de B);

Allg. = A— A/B = A(l; - BT(BB")'B (projegio ortogonal de A no complemento ortogonal de B);
Projegdo ortogonal de C no complemento ortogonal de B;

Iguais por definicéo;

Projegiio obliqgua do espago linha de A ao longo do espago linha de C no espago linha de B;
Projecio obliqua do espago linha de A ao longo do espaco linha de B no espago linha de C;

Projegdo ortogonal do espaco linha de A ao longo do espaco linha de Be C;

Decomposicio LQ de A, L é a matriz triangular inferior e Q é a matriz ortogonal QT = Q7;
lim;,e %[0] (Média ao longo de um experimento suficientemente longo);

Dimensdo de e;

Norma Euclidiana;

Covariancia entre as matrizes A e B.
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Projecéo obliqua das saidas futuras no espago linha dos dados passados

ao longo do espaco linha das entradas futuras;

Matriz obtida pela projecdo obliqua;
T

( u, U ) ( %1 8 ) ( K% ) € R™" (decomposicdo em valores singulares de A);
2

Esta contido;

Conjugado de o;

U;S1? € R-D¥ sem o primeiro bloco linha;

u 51/ 2 ¢ RI-DX1 gem o Gltimo bloco linha;

Dugy; o, Upi1] (Matriz de covariancia da entrada);

€ R'™!i matriz de ponderacao definidas pelo usudrio;

€ R matriz de ponderagédo definidas pelo usuério;

Resisténcia (Ohms), indutancia (Henry) e capacitancia (Farads);

Desvio padrao;

C
: e RI-Dx1 T, sem o dltimo bloco linha;
CAi—Z
CA
: € RIE-DX" T; sem o primeiro bloco linha;
CAi—l
€ R matriz de posto completo que satisfaz I''T; = 0;

M; ) I‘;—qu*r, em que M; e ]R(li—n)Xm;
Li ) rj_/ em que L e RG-mxI ;

[ )

( Ié g ), solucdo obtida de ©® = Y Xt = YXT(XXT);

Sequéncia de ruido branco.

Ganho de Kalman em estado estacionario;
E[eke}f], matriz de covariancia do ruido;
Matriz de ruido passado;

Matriz de ruido futuro;

Projecdo ortogonal de Yy no subespaco gerado por W, e Uy;

Termo de ruido adicionado aos dados;
;

Varidvel de instrumentos;

Variancia do sinal;

Variancia do ruido;
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V/F
fa
Ts
fs
T
Fe

P.

S.

Tree

T{gu

1’552 , 7’5252
T

Ttot(s)
NT

o(t)

J

b

i(t)

w(t)

Relagédo tensao-frequéncia;

Frequéncia de amostragem;

Taxa de amostragem em segundos;

Frequéncia de interesse contida nos dados;
Constante de tempo dominante;
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Capitulo 1

Introducao

“Em verdade, em verdade vos digo: quem ouve a minha palavra e
cré naquele que me enviou tem a vida eterna, nio entra em juizo,
mas passou da morte para a vida.”

Jo 5:24

1.1 Motivacao e Justificativa

Na atualidade, cada vez mais, o trabalho de um engenheiro consiste na obtengao de
modelos matemaéticos dos processos estudados ( , ). Projetos convencionais de
sistemas de controle para sistemas dinamicos, como por exemplo, processos quimicos
cataliticos, satélites espaciais, bragos robéticos e veiculos aéreos ( , ;

, ; , ; , ), dependem da disponibilidade de
modelos que representem e descrevam alguns dos fendmenos dindmicos envolvidos
( ,2002).

Na modelagem matematica de sistemas, existem basicamente duas formas de ob-

tencao de modelos: a identificacdo de sistemas ( , ; , ;

, ) e a modelagem pela fisica do processo ( , )- A identificacdo
de sistemas é uma forma empirica de obtengdo de modelos, baseada em experimentos
e coleta de dados, enquanto a modelagem pela fisica do processo é um procedimento
baseado no conhecimento sobre os fendmenos envolvidos. Sabe-se que o conhecimento
das relagdes fisicas do processo pode exigir um esforco significativo e especifico para
cada sistema, o que muitas vezes é dificil. Por outro lado, a identificacdo de sistemas,
exige pouco ou praticamente nenhum conhecimento especifico do processo. Por essas
razdes, tém sido de grande interesse estudar essa area.

Em engenharia, na maioria dos casos, ndo se tem conhecimento sobre as relagdes
tisicas que regem a dindmica de um sistema. Entretanto, os dados de entrada e saida do
sistema podem ser mensurados e, portanto, estdo disponiveis, como exemplificado na
Figura 1.1, que apresenta um sistema no qual deseja-se encontrar um modelo matema-
tico que represente sua dinamica. Este tipo de modelagem, em que somente os dados
de entrada e saida sao conhecidos, é denominado modelagem caixa-preta. Dentre os
métodos de modelagem caixa-preta para sistemas lineares, pode-se citar dois métodos
de identificagdo: os métodos de predicdo de erro e os métodos de identificagdo por
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subespagos. Nos métodos de predicdo de erro, para se modelar o sistema em questdo
é necessdrio uma equagao de regressao para cada saida. Por outro lado, nos métodos
de identificagdo por subespagos o modelo desse sistema pode ser representado apenas
por uma equacgdo em espaco de estados.

Saidas
' , 1
El‘ltl'ada N ‘Jl ‘“,‘\J_J A ] :f[“.i,\ T — yk
«— \J q; "y IIJ *J; / l \ [ t"_]!f;.]f.l 1".|:.‘
»  Sistema
'-: | ‘t ! ] _’ y2
L Y J | ia'f,‘f[';;...‘v.,l:w;‘.w‘.r_(.};if}-_,«..‘w‘;(s; K
Conhecida! . ) ‘
Conhec¢o? L Y '
Conhecidas!

Figura 1.1: Diagrama de blocos representando um sistema multivaridvel que se deseja modelar.

Devido a parametrizagdo simples e generalista de sistemas de multiplas entradas e
multiplas saidas (MIMO), os métodos de subespagos oferecem uma alternativa atrativa
dentre as técnicas que obtém modelos por meio de dados de entrada e saida. Pois, tais
métodos utilizam técnicas de dlgebra linear e algoritmos néo iterativos, que estimam as
matrizes de estados de forma rdpida. Gragas a forma na qual os modelos sdo obtidos,
a popularidade desses métodos na industria aumentaram de forma significativa nos
altimos anos ( , ; , ; , ; ,

; , ). Tendo em vista que sistemas de grandes dimensdes
sdo comumente encontrados na industria, a aplicacdo dos algoritmos de identificacdo
por subespacos neste campo € bastante promissora ( p )-
Além do mais, esses modelos sdo convenientes para a estimacao, filtragem, predigdo e
controle de sistemas (Qin, )-

A fim de verificar a relevancia da identificagdo por subespacos no cendrio mundial,
realizou-se uma pesquisa no Web of Science, em que foi analisado o ntimero de publi-
cagdes que tratavam sobre o tema Subspace Identification. Como se pode observar na
Figura 1.2, a partir da década de 90, houve um crescente ntimero de publicagdes nessa
area. No ambito nacional, alguns pesquisadores, tais como, ( , )e
( , ), vém desenvolvendo trabalhos com estes métodos. Entretanto,
dada a relevancia internacional do tema, ainda sdo poucas as publica¢des nacionais.
Como exemplo, pode-se citar o CBA 2010, no qual apenas um trabalho versando sobre
o assunto foi publicado em seus anais ( )-

!Congresso Brasileiro de Automética 2010, Bonito-MS.
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Figura 1.2: Numero de publicagdes por ano, dados de 1990 até 2011. Fonte: Web of Science.
Tema: Subspace Identification. Data: 06/09/2011.
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Dessa forma, esta disserta¢do nasceu da motivagdo principal de dar um passo na
direcdo de entender e difundir melhor as técnicas de identificacdo por subespagos
no cendrio do PPGEE-UFMG?”. Vale ressaltar que trata-se da primeira dissertagdo do
PPGEE nessa vertente.

Ao longo da dissertagdo, pretende-se comparar o desempenho dos métodos de
identificagdo por subespagos com os métodos classicos de identificagdo de sistemas,
como os métodos de predicdo de erro. Isso serd feito por meio de sistemas teste,
conhecidos também como, benchmarks. Esses benchmarks serdo sistemas que ja foram
analisados no contexto do PPGEE-UFMG, ou quando couber, de novos sistemas.

1.2 Breve Historico

Como exemplificado na Figura 1.3, os métodos de subespacos tiveram sua origem
a partir do trabalho de Ho e Kalman (1966), sobre a teoria da realiza¢do para sistemas
deterministicos. Em resumo, na abordagem apresentada por Ho e Kalman (1966) eram
necessdrias as respostas ao impulso do sistema em varios instantes de tempo, o que na
prética era invidvel. Depois, em meados da década de 70, Hirotugo Akaike publicou
o trabalho Stochastic theory of minimal realization (Akaike, 1974b) que tratava sobre a
teoria da realizacdo estocastica. Comecavam a surgir algoritmos eficientes e estaveis

2PPGEE-UPFMG - Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia Elétrica da Universidade Federal de
Minas Gerais. Sitio: http://www.cpdee.ufmg.br/
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gracas ao uso de ferramentas de dlgebra linear, tal como, a decomposi¢do em valores
singulares (SVD). Quatorze anos depois do trabalho de Akaike, em 1988, Bart De Moor
defende sua tese de doutourado na Universidade Catdlica de Leuven ( , ),
na Bélgica, trazendo um novo conceito definido por identificacdo por subespacos para
sistema deterministicos. Em 1992, Michael Verhaegen publica uma série de artigos
( , b, ) que tratam os métodos conhecidos como MOESP,
para sistemas deterministicos e estocdsticos. Deve-se ressaltar que, diferentemente, dos
métodos estudados por De Moor, a metodologia MOESP néo utilizava o conhecimento
dos estados do sistema para estimar as matrizes do sistema em espago de estados,
tais matrizes sdo obtidas diretamente de uma matriz de observabilidade extendida, a
defini¢do de tal matriz serd apresentada no préximo capitulo. Pouco tempo depois,
em 1995 Peter Van Overschee, orientado pelo professor De Moor, defende sua tese
de doutorado ( , ), também na Universidade Catélica de Leuven,
apresentando os métodos conhecidos como N4SID para sistemas deterministicos e
estocésticos. Os métodos apresentados nesse trabalho utilizam a mesma abordagem
apresentada por De Moor em 1988. Um ponto interessate é que ( )
mostra hd uma equivaléncia entre os métodos N4SID e MOESP, que diferem exceto por
matrizes de ponderagdo. Do trabalho de ( ), surgiu o primeiro livro
que tratava a teoria de identificacdo por subespacos de forma abrangente e aplicavel a
sistemas industriais ( p ). A partir desse marco, a teoria
se difundiu rapidamente e nos tltimos 20 anos tem atraido a aten¢do da comunidade
cientifica internacional e de pesquisadores renomados, tais como,

(1996), (2000), (2003), (2005) e Qin (2006).

1.3 Objetivos

O principal objetivo desta dissertagdo é o estudo dos métodos de identificagdo por
subespagos. Como objetivo especifico desse estudo, pretende-se comparar o desem-
penho dos algoritmos N4SID, MOESP, MOESP-PI e MOESP-PO com algum algoritmo
classico de identificacdo de sistemas, tal como, o MQE. Para isto, serdo utilizados sis-
temas experimentais e simulados. Por meio dessa abordagem pretende-se analisar e
quantificar o desempenho dos métodos por subespacos perante diferentes abordagens.

1.4 Estrutura da Dissertac¢ao

Esta dissertagdo esta organizada em seis capitulos da seguinte forma:

No Capitulo 1, a identificagdo de sistemas é introduzida fornecendo o contexto, a
motivacdo e a justificativa para o estudo dos métodos de identificacdo por subespacos.
Neste capitulo também sdo apresentados os objetivos principais da dissertagdo bem
como uma defini¢do geral da estrutura do texto.
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Figura 1.3: Evolugéo histérica dos métodos de subespagos.

O Capitulo 2 traz uma revisdo das ferramentas essenciais para o entendimento da
teoria de identificagdo por subespagos, como os modelos em espago de estados e as
ferramentas geométricas de projecdo ortogonal e obliqua. Também sdo introduzidas
ao leitor as notagdes que foram utilizadas ao longo do texto. O Apéndice A apresenta
algumas defini¢des, lemas, opera¢des matriciais e conceitos que complementam os
contetidos abordados no Capitulo 2.

No Capitulo 3 é descrito o método de identificacdo por subespagos para sistemas
deterministicos. Nesse capitulo, sdo derivadas equagdes matriciais fundamentais para
o entendimento da teoria de identificacdo por subespagos. Demonstracdes e simulagdes
sdo fornecidas para facilitar a compreensdo pelo leitor.

O Capitulo 4, por sua vez, traz o método de identificacdo por subespacos para
sistemas estocasticos. Teoremas sdo apresentados e uma interpretacdo geométrica dos
métodos é mostrada. Apresentam-se, também, simulac¢des detalhadas de algoritmos
estocdsticos. O Apéndice B, expde algumas demonstra¢des de equagdes matriciais
entrada-saida que complementam as demonstragdes feitas nos Capitulos 3 e 4.

No Capitulo 5, toda a metodologia investigada é aplicada a dois sistemas experimen-
tais (planta de bombeamento de dgua e planta de flotagdo em coluna) e um simulado
(motor de corrente continua com campo constante). Os resultados obtidos sdo com-
parados com outro método de identificacio baseado na predicdo de erro (minimos
quadrados estendidos).

Por fim, as conclusdes, consideragdes finais sobre o trabalho e as propostas para
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pesquisas futuras sdo apresentadas no Capitulo 6.



Capitulo 2

Prolegdomenos

“Quando uma criatura humana desperta para um grande sonho e
sobre ele langa toda a forca de sua alma, todo o universo conspira a
seu favor.”

Goethe

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas notagdes e ferramentas essenciais
para o entendimento da teoria de identificacdo por subespagos. Para este propésito, o
presente capitulo segue, em linhas gerais, as abordagens expostas em

( )e ( ) sobre os métodos de identificagdo por subespacos.
Tentou-se, de alguma forma, simplificar e, em outras partes, detalhar alguns conceitos
necessarios para a implementagdo desses algoritmos. Sendo assim, primeiramente,
na Secdo 2.2 serdo descritos os modelos em espago de estados e o problema geral da
identificacdo por subespacgos. Na Secdo 2.3, serd discutido o principio bdsico de como
as matrizes dos modelos em espaco de estados sdo obtidas pelos métodos de subespaco
e quais as principais diferencas entre esses métodos e os métodos cldssicos. Logo ap0s,
na Secdo 2.4, serdo apresentadas algumas notagdes matriciais que serdo, nos capitulos
posteriores, utilizadas para apresentar os algoritmos de subespaco. Na Secdo 2.5, serdo
mostradas as ferramentas geométricas de projecdo ortogonal e obliqua, bem como sua
obtengdo e interpretacdo geométrica. Alguns conceitos estatisticos, necessdrios para a
compreensdo dos métodos de identificacdo, serdo expostos na Segdo 2.6. Na Secado 2.7
sdo apresentados os indices de qualidade utilizados para comparar os algoritmos que
serdo investigados nos capitulos posteriores. Por fim, a Segdo 2.8 encerra este capitulo
com comentdrios e conclusoes.

2.2 Formulag¢ao do Problema

Os métodos de identificagdo por subespagos tratam sistemas discretos, lineares e
invariantes no tempo. Basicamente o método visa, por meio de dados medidos de
entrada u; e saida yx, a encontrar os estados x; e as matrizes do modelo em espaco de
estados, descrito por:
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Xir1 = Axy + Buy + wy, (2.1)

Yk = Cxy + Duy + vy, (22)

) -2 3)

em que os vetores 1y € R" e y; € R sdo as medi¢des das entradas e saidas, respectiva-
mente, no instante de tempo k, enquanto x; € R" é o vetor de estados. A matriz A €
R™" é a matriz dindmica do sistema, que é caracterizada por seus autovalores, B € R™"
é a matriz de entrada, ela representa uma transformacéo linear pela qual as entradas
deterministicas influenciam o estado no préximo instante, C € R>" é a matriz de saida,
ela descreve como os estados sdo “transferidos” para as observagoes yi, e o termo D
e R é a matriz de transmissdo direta. As varidveis wx € R" e v € R! sdo vetores
ndo mensurdveis conhecidos como ruido de processo e de medicgdo, respectivamente.
Supde-se que esses ruidos sao brancos, estaciondrios, ndo correlacionados entre si e
possuam média nula. E[e] denota o operador valor esperado. As matrizes Q € R™",
R e R™ e S € R™ sdo as matrizes de covariancia das sequéncias de ruido wy e v;. A
matriz em blocos (2.3) é assumida ser positiva definida. O par de matrizes {A, C} é as-
sumido ser observavel, isso implica que todos os modos dindmicos do sistema podem
ser observados a partir da da saida y, ou seja, eles podem ser identificados. Supde-se
que o par de matrizes {A, [B Q'?]} é controlavel, isso implica que os modos dinami-
cos do sistema podem ser excitados pela entrada deterministica u; e/ou pela entrada
estocdstica wy. Também, necessita-se que a seguinte condi¢do de ortogonalidade seja
verdadeira:

com

E[( Xk )( ZUIZ Z)Z )] = O(n+m)><(n+l)' (24:)

Uk

No quadro a seguir é enunciado o problema principal da identificacdo por subes-
pagos no dominio do tempo:

Dado um ntamero suficiente N de medic¢oes das entra-
das u; e saidas y; geradas pelo sistema desconhecido
(2.1) e (2.2), determinar, usando somente as N medi-
¢Oes, a ordem n e as matrizes A, B, C, D, Q, Re S do
sistema.

2.3 Ideias Basicas

O diferencial dos métodos de identificacdo por subespagos em relacdo aos métodos
classicos é a facilidade de obter as sequéncias de estados de um sistema dindmico dire-
tamente a partir das medi¢des dos dados de entrada e saida. Esse diferencial é obtido
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por meio de ferramentas algébricas e ndo por métodos iterativos como nos métodos
minimos quadrados estendido (MQE), minimos quadrados generalizado (MQQG), filtro
de Kalman, entre outros ( , ; , ; , ). Em
um primeiro momento, de posse dos dados de entrada-saida, os métodos de subespago
estimam os estados e, posteriormente, sdo obtidas as matrizes do sistema do seguinte
sistema linear

Xiv1 Xig2 0 Xigj _ A B Xi Xiv1 vt Xigj-1 + W; Wiyr - Wigj
- 7
Yi Y1 - VYirja Cc D Ui Uivr -0 Uirj Ui Uix1 ottt Uigj-1

conhecido conhecido

o significado dos parametros i e j sdo esclarecidos na Segédo 2.4.1.
Em suma, os dois principais passos dos algoritmos de identificagdo por subespaco
sao ( , ):

(a) Determinar a ordem n do modelo e as estimativas das sequéncias de estados
Xi, Xiy1, ..., isj, em que " denota o valor estimado. Primeiramente, os estados sao
encontrados pela projegdo no espaco de linhas das matrizes de dados em blocos
de Hankel e, depois, pela decomposicdo em valores singulares.

(b) Resolver o problema de minimos quadrados para obter as matrizes em espagos
de estados:

— —~ 2

A B | _ (3?141 Rig2 o0 Xiyj )_(A B)(J?i Riv1 - 321’+j—1)

—~ — | = min
C D) ABCD|\ Vi Vi1 -** Yisj1 C D

7

Ui Uivp -0 Uirj-1 J||p

em que || - ||r denota a norma de Frobenius da matriz. As estimativas das matrizes
de covaridncia de ruido sdo obtidas por:

—~ = T
Q S _l(pwi Pwir " Pwija )(pwi Pwia " pwi+]’—1)

§T E _j Poi Poir 7" Poija Poi Pvin " Poija

no qual py, = fke1 — ARk — Bur e py, = yx — C& — Duy, parak =i, ..., i+ j—1,sd0
os residuos dos minimos quadrados.

A boa robustez numérica dos algoritmos de identificagdo por subespagos é devida a
métodos numéricos de dlgebra linear largamente conhecidos, tais como: decomposicdo
QR, decomposi¢do em valores singulares (SVD) e suas generalizac¢des, e.g. decompo-
sicdo LQ ( , ).

Nos métodos classicos, a abordagem é oposta, primeiro estimam-se as matrizes do
sistema e depois seus estados. A diferenga entre os métodos cldssicos e os métodos por
subespagos é ilustrada na Figura 2.1.
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Dados de entrada-saida

Uer Yo
Identificacao Identificacdo
por subespacos classica
\ 4 \ 4
Estados estimados Matrizes do sistema
Minimos Filtro de
quadrados Kalman
A v
Matrizes do sistema Estados estimados

Figura 2.1: Diagrama esquemaético: métodos de subespagos X métodos tradicionais. A identi-
ficacdo de sistemas visa construir modelos em espago de estados a partir de dados de entrada e
saida. A esquerda, ilustra-se o método de identificagdo por subespacos: primeiro obtém-se os
estados e depois as matrizes do sistema. A direita, exemplifica-se 0 método cladssico: primeiro
obtém-se as matrizes do sistema e, entdo, estimam-se os estados. Adaptado de

(1996).

2.4 Notacoes

2.4.1 Matrizes em Blocos de Hankel

As matrizes em blocos de Hankel sdo importantissimas para os algoritmos de iden-
tificagdo por subespagos. Essas matrizes sdo facilmente construidas a partir dados de
entrada e/ou saida de um sistema. Para constru¢do dessas matrizes, considereie j € IN,
indices definidos pelo usudrio, tal que, i > n e j > i. As matrizes em blocos de Hankel
sdo definidas como:

j colunas

[ZA) uq cen l/l]'_l
[Z51 U ... Uj

Uiy Ui oo Ui . )

Uopi-1 = d ! al 2i bloco linhas (2.5)

Ui U1 o.. Uipj

Uiyt Ujr2 oo. Uiy

Ugi1 Ui ... Uiyj2
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Uoji-1 u,
i1 = = . 2.
Hopi- ( Uipi ) ( Uy ) (20)

Deve ser notado que cada elemento bloco linha de Ugp;—1 pode possuir m entradas.
Como Uyp;—1 tem 2ibloco linhas, observa-se que a matriz Uyp;—1 tem 2milinhas. Portanto,
Uppi—1 € R*™™.

Um outro ponto importante a ser notado na matriz (2.5) é que o namero de colunas
j é dado por:

j=N-2i+1. (2.7)

Ao analisar a matriz (2.5) verifica-se que na primeira linha todos os vetores de

entrada sdo elementos novos. Por outro lado, a partir da segunda linha somente o

ultimo elemento passa a ser uma nova medida. Isto mostra que todas as N amostras
serdo tomadas, pois:

N = Ug, U, Ug, -, Uj1, Uj, Ujy1, - oo, Uitj-1 = ] =N-2i+1. (28)

j elementos

2i + j — 1 elementos

Por razdes estatisticas, é considerado, ao longo deste trabalho, que N, j — oco.
Deve-se ressaltar que, para sistemas deterministicos, essa premissa ndo é necessaria.

Nos exemplos 2.4.1 e 2.4.2, a seguir, as premissas i > 1 e j > i ndo foram levadas em
conta. Contudo, o objetivo destes exemplos é verificar como sdo montadas as matrizes
em bloco de Hankel e como suas ordens estdo relacionadas.

Exemplo 2.4.1. Considere um sistema SISO' qualquer, em que foram tomadas N = 9
amostras da entrada, constituindo o vetor
11

T
11 1,1 1
[ Uy Uy U, U 5 Ug U, Ug ] , (2.9)

em que, o superescrito u* faz referéncia de qual entrada foram tomadas as amostras.
Neste caso, as amostras foram tomadas de apenas uma tinica entrada (m = 1).
Considerandoi=2ej=9-2-2+1 = 6, portanto a matriz em bloco de Hankel fica:

1,1 1 1 1 1
Uy Up Uy Uz U, Ug
1,0 1 .1 1 1
ub uwloulouwl o ulowu
_| W Uy Uz Uy Uy Ug 4x6
LI0|3 ol T R A € R™™. (2.10)
2 Uz Uy Uy Uy Uy
T .0 1 .1 1 1
Ug Uy Us Uy U; Ug
Oa

Do Inglés single-input single-output.
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Exemplo 2.4.2. Agora considere um sistema MISO? qualquer, com duas entradas (m =
2) e com N = 9 amostras de cada entrada, conforme

u
u

u
u

u
u

u
u

u
u

u
u

u

. (2.11)

O N -

1
7
2
7

ONO
=N ==
LDNWRF
BN =
Q1N U1 =
AN~

Considerandoi=2ej=9-2-2+1 = 6, portanto a matriz em bloco de Hankel fica:

TLd [ a1 ] 1] 1
Ug | Uy | Uy | Uz | Uy | Us
22l 20,2 ,2]1,2
U | U7 | Uy | Uz | Uy | Us
T a1
Up | Uy | Uz | Uy | Us | Ug
202l 22,20 ,2
W | ud | u? | udlu
| MUy | Up | Uy | Us | Uy 86
U()|3 = l/ll Ml Lll ul Lll ul € R°*°. (212)
o Uz | Uy | Us | Ug | Uy
202l 2l 2,20 ,2
Uy | Uz | Uy | Us | Ug | U7
Tl 11
Ug | Uy | Uy | Ug | Uy | Ug
20202l ,2.,21,2
Uz | Uy | Us | Ug | Uz | Ug
|

Ainda, sobre a notagdo utilizada na matriz (2.5), pode-se verificar que ela é dividida
em dados passados (subindice p) e futuros (subindice f); ver (2.6). Contudo, a distingdo
entre passado e futuro é um tanto arbitraria, por exemplo, as matrizes U, e Uy possuem
elementos do passado em comum. Todavia, cada uma das colunas correspondentes
de U, e U; ndo possuem elementos em comum, e.g. U, = [ug 1y -+ ui_1]" # Ur =
[1; Uis1 -+ u2iq], por isso a distingdo. Ao se deslocar a borda entre dados passados e
futuros uma linha para baixo, pode-se definir a matriz em blocos de Hankel (2.5) como®

Ug u ... Ujq
ui Uy ... u]'
+
W Wi wi .o Ui | Uy 4y
Uopi-1 = = =\ (2.13)
Ui Uigl .. Uipj Uis1pia f
Uipr  Ujp oo. Uiyj
Ugi1 Ui ... Uiyj2

As matrizes em blocos de Hankel da saida Yp;_1, Y, Yy, Y; e Yj; sdo definidas de
forma similar as da entrada.

Também, pode-se definir as matrizes em blocos de Hankel pelo empilhamento de
entradas e saidas, ou seja,

Do Inglés multiple-input single-output.
30 sobrescrito “+” significa “adicionar um bloco linha” e o sobrescrito “~” equivale a “retirar um
bloco linha”.
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W, =[U, Y,]". (2.14)

Nesse caso, as matrizes U, e Y, possuem 0 mesmo ntiimero de blocos linha i e colunas

A

j- Da mesma forma define-se W = [U; Y]

2.4.2 Sequéncias de Estados

De forma andloga as matrizes em blocos de Hankel, as sequéncias de estados de-
sempenham um papel importante na derivagdo e interpretacdo dos algoritmos de
identificacdo por subespacos. As sequéncias de estados sdo definidas como

X;= ( Xi Xip1 o Xipje2 o Xitj-1 )E R™J, (2.15)

em que, o indice i denota o primeiro elemento da sequéncia de estados. Deve-se
salientar, que cada elemento de X; tem como dimensao a ordem n determinada para o
sistema.

As sequéncias de estados passados e futuros sdo definidas respectivamente por

Xp = X() = [ Xo X1 --- x]'_z x]-_l ], (216)
Xr=X;= [ Xi Xip1 o Xipje2 o Xigj-1 ] (2.17)

2.4.3 Matrizes do Modelo

Os algoritmos de identificacdo por subespacos utilizam matrizes de observabilidade
e controlabilidade. A matriz de observabilidade estendida (i > 1) é definida por:

C
CA

r;~| CA* |eRi, (2.18)

CAi—l

Deve ser notado que o indice i denota o ntimero de blocos linha. Cada bloco linha
pode possuir [ linhas. Portanto, a matriz I'; possui /i linhas. Assumindo que o par {A, C}
seja observével, tem-se que posto(I';) = n. As matrizes estendidas de controlabilidade
Af e A? sdo definidas, respectivamente, por

Al 2 (AFIB ATB .o AB B )eR™™, (2.19)
A2 ATIK APK - AK K ) e R™™, (2.20)

em que K é o ganho de Kalman em estado estaciondrio.
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As matrizes em blocos triangular inferior de Toeplitz H? e H; sdo definidas, respec-
tivamente, por

D 0 0 - 0
CB D 0 - 0

HY%| CAB CB D . 0 |eRixm, (2.21)

CA™2B CA™B CA™B --- D

I 0 0 -+ 0
CK I 0

H; 2| CAK CK I .0 |e R (2.22)

CA™2K CA3K CA™K --- 1

2.5 Ferramentas Geométricas

Nas se¢des 2.5.1 e 2.5.2 serdo introduzidas as principais ferramentas geométricas
utilizadas na identificacdo de sistemas por subespacos. Contudo, em um primeiro
momento, tais ferramentas serdo apresentadas pelo ponto de vista da 4lgebra linear.
Posteriormente, ao longo dos capitulos 3 e 4, esses conceitos serdo relacionados com a
teoria de identificacdo por subespacos: deterministica e estocastica, respectivamente.

Também, nas secdes 2.5.1 e 2.5.2 considera-se que as matrizes A € RP/, B € R™ e
C € R™ sdo conhecidas. Esta consideracdo visa apenas a generalizar as ferramentas
apresentadas. Além disso, assume-se que j > max(p,q,r), o que é sempre desejdvel nos
algoritmos de identificagdo.

2.5.1 Projecdes Ortogonais

O operador T € R/, que projeta o espago linha de uma matriz qualquer no espago
linha da matriz B, é definido por

Iz = BY(BB")'B, (2.23)

em que " denota a pseudo inversa de Moore-Penrose. Define-se, também, o operador
[1z. € R™ que projeta o espaco linha de uma matriz qualquer no espaco linha de B+
(complemento ortogonal de B) por

Iz = 1; - B'(BB")'B. (2.24)

Sendo assim, a projegdo ortogonal do espago linha de A no espago linha de B é
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denotada por A/B e sua representacdo é definida por:
A/B £ ATl; = ABT(BBT)'B. (2.25)

Por outro lado, a projegio ortogonal de A no complemento ortogonal de B é definida
por:
A/B* £ Allz. = A- A/B = A(l; - B'(BB")'B). (2.26)

Como pode ser observado, a matriz A ¢ decomposta na soma das proje¢des ortogo-
nais (2.25) e (2.26):

A= AHB + AHBJ.. (227)

As matrizes que representam estas projecdes podem ser facilmente computadas por

B
meio da decomposicdo LQ de ( ) COmo a seguir.

A

B
Lema 2.5.1. Sejam A e B matrizes de posto completo e seja a decomposi¢do LQ de ( A )

B\ 7 [ Lt Opp QT)
B e

em que L € RP*0P+) ¢ uma matriz triangular inferior, com L;; € R™, Ly € R,

. T I
Ly € R e, Q € R ¢ ortogonal, ou seja, QTQ = ( ng )( O O ) = ( 67 IO )
2 p

Entdo, as matrizes que representam as proje¢des ortogonais podem ser escritas como:

dada por:

A/B =LyQy, (2.29)

A/B* = LpQ;]. (2.30)

Demonstragio. Prova das equagdes (2.29) e (2.30).
Da decomposicao LQ (2.28) pode-se expressar A como

A =10 +LnQ;. (2.31)

Pela condicdo de ortogonalidade da decomposi¢do da matriz Q, tem-se

{QiQfT =0 1#] (2.32)

QQf =1.

Substituindo B = LHQlT na equacgdo (2.24), tem-se
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. = I = Q1L (LuQfQiL) 'L Q7 (2.33)
- -0 (2.34)
= Q] (2.35)
Portanto,
Allp: = Lyn1Q] Q5 + LnQ;Q:Q; = L Q5,, (2.36)

provando (2.30). Com este resultado, a prova de (2.29) é imediata.
O

O exemplo a seguir mostra como pode ser obtida a proje¢do ortogonal (A/B) por
meio da decomposi¢do LQ das matrizes em blocos de Hankel A e B em um algoritmo
em MATLAB®.

Exemplo 2.5.1. Dados os seguintes vetores com distribui¢do uniforme:

az[ 041 098 030 0,70 066 053 069 066 0,17 0,12 0,99 ] e (2.37)

b= [ 0,17 0,03 056 088 066 0,19 036 046 098 0,15 0,85 ], (2.38)

deseja-se montar matrizes A e B em blocos de Hankel e obter a projecdo ortogonal de A em B
(A/B). Para isto utilizou-se o seguinte algoritmo em MATLAB®:

%Programa que calcula a projecdo ortogonal de 2 matrizes
N=11;%Nuamero de medidas
m=1;%Numero de entradas
a=rand([m N]);%criando vetores aleatérios
b= rand([m N]);%criando vetores aleatérios
maxord=1;%maxima ordem do sistema
nusaida=1;%numero de saidas
i =2*(maxord/nusaida) ;%niumero de linhas da matriz em blocos de Hankel - empirico
%determinar o numero de linhas e colunas dos vetores
[1,na] =size(a);
[m,nb] = size(b);
j = N-2+i+1; %numero de colunas da matriz de Hankel
% Criando Matrizes em blocos de Hankel
p=2#1=i;
q=2+mx*i ;
A=zeros(p,j);%matriz (p x j)
B=zeros(q,j);%matriz (q x j)
for k=1:2x1
AC(k-1)#1+1:k+1,:)=a(:,k:k+j-1);
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B((k-1)s=m+1:k+m, :)=b(:,k:k+j-1);
end
H=[A;B]’ ;%empilhando A e B - Matriz de Hankel empilhada
[Q,R]=qr(H,0) ; %decomposicdo QR de H
Q=Q’ ;L=R’;%decomposicdo LQ de H
L11=L(l:q,1:q);
L21=L(qg+1l:q+p,1l:q);
L22=L(q+1:g9+p,q+1l:g+p);
Q1t=Q(1:p,1:3);
Q2t=Q(p+1:p+q,1:3);
%Projecdes ortogonais
%de A em B (A/B):
AB=L21=Qlt
%de A no complemento ortogonal de B (A/Bc):
ABc=L22xQ2t
Deve-se ressaltar que os resultados a seguir foram restringidos a duas casas decimais. Dessa
forma, o algoritmo acima gerou as seguintes matrizes em blocos de Hankel:

041 098 030 0,70 0,66 053 0,69 0,66
098 030 0,70 0,66 053 069 066 0,17

A= 030 0,70 0,66 053 0,69 066 017 0,12 < (2.39)
0,70 066 053 069 066 017 0,12 0,99
0,17 0,03 05 088 066 0,19 036 0,46

B = 003 056 088 066 019 036 046 0,98 (2.40)

056 088 066 019 036 046 098 0,15
088 066 019 036 046 098 0,15 0,85

Portanto, a proje¢do ortogonal de A em B (A/B) resulta em:

053 039 045 047 046 030 020 0,42
042 0,71 037 057 058 028 0,26 0,70
A/B = 049 0,63 033 057 048 067 082 017 | 41)

066 062 049 065 059 040 041 0,63

Como os vetores (2.37) e (2.38) sdo realizagdes de uma varidvel aleatdria, era de se esperar
que o resultado da projecdo ortogonal A/B (2.41) tendesse a zero. Contudo, deve ser notado
que tais vetores ndo possuem média nula. Sendo assim, a projecdo A/B (2.41) possui um offset.
Ao retirar a média destes vetores, obtém-se a seguinte projecdao A/B:

001 -0,09 010 -003 000 -008 -023 0,03
-0,31 -0,01 000 -020 -0,05 -011 -0,07 045
AlB = -0,05 008 -0,09 001 -002 023 038 -024 | 242)

011 005 -005 008 002 -012 -004 0,15

Dessa forma, pode-se concluir que a projecdo ortogonal de duas matrizes A e B construidas



18 2 Prolegdmenos

por meio de vetores aleatérios de média nula aproxima-se zero (A/B =~ 0). Como é mostrado
na Segdo 2.6, em um contexto de processos estocdsticos, a medida que o nimero de medigdes
aumenta (N — oo) tem-se que A/B — 0.

2.5.2 Projecdes Obliquas

Em vez de decompor as linhas de A como uma combinagédo linear das linhas de duas
matrizes ortogonais entre si, como mostrado na equagdo (2.27), na projecdo obliqua, decompde-
se a matriz A como uma combinagao linear das linhas de duas matrizes ndo ortogonais B e C,
em que a soma dessas matrizes forma um espago ortogonal, e o complemento ortogonal de B e
C, como mostrado em

A = LpB+LcC+LpiBt +LoCh (2.43)

€1

B B
L Lpe oo .
B'C(c)+ B'C(c)

As matrizes LgB e LcC sdo definidas, respectivamente, como a projegio obliqgua do espago
linha de A ao longo do espago linha de C no espaco linha de B e a projegio obliqgua do espago
linha de A ao longo do espago linha de B no espago linha de C, como se segue:

[I>

A/cB
A/sC

LgB, (2.44)
LcC. (2.45)

|I>

Vale ressaltar que, Lp e L¢ sdo tnicas somente quando B e C possuem posto completo e
B
quando a intercessdo entre os espagos linha de B e C é nula, ou seja, posto( C ) =posto(B) +
posto(C)=gq + r.

Deve ficar claro que a projecdo obliqua projeta o espago linha de A ortogonalmente no
espago linha formado por B e C, e decompde o resultado ao longo do espago linhade Be C. A
Figura 2.2 mostra a interpretacdo geométrica da projecdo obliqua paraj=3ep=g=r=1,em

que A/ ( g ) denota a proje¢do ortogonal do espaco linha de A ao longo do espaco linha de B

e C, A/pC é a projecdo obliqua de A ao longo de B em C e A/cB é a projegdo obliqua de A ao
longo de C em B.
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Figura 2.2: Interpretagdo da projecdo obliqua em um espaco de dimenséo j = 3.

A élgebra para obter a proje¢do obliqua é dada a seguir. Primeiro, considera-se a decompo-
sicdo LQ do espacgo conjunto de A, B e C como em

B Ly 0 O Qf
Cl=|Ln Ln O ol . (2.46)
A Lsi Lz Las )\ QF

Analogamente ao desenvolvimento mostrado na Segdo 2.5.1 para se obter (2.29), pode-se
mostrar que a representagdo matricial da projegdo ortogonal do espago linha de A no espago
conjunto de Be C éigual a

T
A/(§)=(L31 ng)(%). (2.47)

Lema 2.5.2. Analisando Figura 2.2 verifica-se que a projecdo ortogonal de A no espago conjunto
de B e C também pode ser descrita por uma combinagao linear das linhas de Be C

A/( ('é ) = A/cB+A/gC (2.48)
_ _ B\ _ Ly O Qf
= LpB+LcC=(Lp Lc )( c )_( Lg Lc )( L Ly )( o | (2.49)
Igualando-se o lado direito das equagdes (2.47) e (2.49), tem-se
Ly; 0 ) _
(Lp Lc )( . )_( Ly Lz ). (2.50)

Portanto, rearranjando (2.50) e pela defini¢do (2.45), tem-se que a projecdo obliqua é dada
por

T
A/pC=LcC =Laly ( Ln Lo )( ng ) (2.51)
2
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Coroldrio 2.5.1. Projegdes obliquas
A projecio obliqua do espaco linha de A € IRP*/ ao longo do espaco linha de B € R/ no
espaco linha de C € R™/ também pode ser dada por

AlsC = [A/B*][c/B] c. (2.52)
Demonstracio. ( ( )
Pode-se escrever que
A/gC/B* = A/B*. (2.53)
Do mesmo modo, tem-se que
A/B* =a|C/B], (2.54)
donde: ,
a= [A/Bl] [C/BL] , (2.55)
das equagdes (2.53) e (2.54), tem-se
a[C/B*] = A/sC/B*.
Logo
a[C] =A/sC. (2.56)
Substituindo-se a equagdo (2.55) em (2.56), obtém-se:
AlsC = [A/B*][c/B] C.
O

Para ilustrar esta demonstracdo apresenta-se a Figura 2.3 parap=g=r=1ej=2.

B a

G Gl

> > > BJ_
A/C/B+=A/B* C/B*

Figura 2.3: Interpretagdo da projecdo obliqua em um espaco de dimensao j = 2.



2.6 Ferramentas Estatisticas 21

Deve ser notado que quando B = 0 ou BCT = 0 (o espagco linha de B é ortogonal ao espago
linha de C), a projegdo obliqua torna-se uma proje¢do ortogonal, ou seja, A/pC = A/C.

2.6 Ferramentas Estatisticas

Nesta segdo, serdo apresentadas algumas propriedades estatisticas que estdo diretamente
relacionadas com algumas ferramentas geométricas apresentadas na Segao 2.5 (

( ); ( ); ( )). Tais propriedades mostram o motivo pelo
qual os algoritmos de identificagdo por subespagos funcionam bem para grandes conjuntos de
dados.

Considere as seguintes sequéncias: 1y € R™ee, € R™, k = 0,1, ..., j. Considere ainda
que a sequéncia ¢, possui média nula e é descorrelacionada de a, ou seja,

E[ek] = Onexll

E[ae] ] Oy i, -

Na identificagdo por subespacos assume-se ergodicidade* e considera-se que exista um
grande ndmero de dados (j — o). Dessa forma, pode-se substituir o operador esperanga E
(média ao longo de um ntimero infinito de experimentos) pelo operador E; (média ao longo de
um experimento suficientemente longo). Entdo, pela equacdo da correla¢do entre as varidveis,
obtém-se:

E[ae; |

I I
m T
: g3
-, ——
M R Y
_ .
a -
x_
- ®
|

o que leva a seguinte definigao:

Considerando agora que a; seja uma sequéncia de entradas uy e ¢x seja uma sequéncia de
ruido e assumindo que exista um nimero de medig¢des suficientemente grande, que os dados
sdo ergodicos e que uy e ¢, sdo descorrelacionados, verifica-se que:

j
Ej| Y wel|=0. (2.57)
i=0

Colocando esses dados em matrizes bloco linha e considerando que dim(u)=dim(ex), tem-
se:

*Considera-se que esperanga matematica pode ser substituida pela média temporal.
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u = (uo uy - uj),

(60 ey - 6]'),

>

por analogia com (2.57), obtém-se:
Ej[ue’] = 0. (2.58)

Isso implica que o vetor de entradas u é perpendicular ao vetor de ruido e. Portanto, pode-se
afirmar que para um nimero suficiente de medic¢des (j — o), ndo ha projecdo do espaco linha
de e no espaco linha de u. Em outras palavras, o ruido ndo afeta a entrada. A equacéo abaixo
resume o que foi dito:

E;llle/ull] = 0. (2.59)

A equagdo (2.59) é ilustrada numericamente na Figura 2.4.

2 Norma da sequéncia de ruido projetada.

10
***
*
-3
10k * 4 3
* T
| *
_4_ *** * xF |
10 -
***
*
L *_*_ ]
10_5.| L MR | L PR | L .*_js;li
2 3 4
10 10 10

Niimero de amostras j

Figura 2.4: Estudo da reducao do efeito do ruido adicionado a dados de entrada de um sistema
com o aumento do ntimero de amostras. Estimativa da esperanca matematica da norma da
projecdo ortogonal da sequéncia de ruido na entrada (E;[|le/ul[]), em que e e u sdo vetores com j
amostras. Esta figura foi gerada, com j variando de 100 até 60. 000, intercalado propriamente,
utilizando-se a metodologia descrita no exemplo 2.5.1, para vetores aleatorios (e e 1) com média
nula e desvio padrao unitario.

Como pode se verificar a medida que j aumenta a média da norma euclidiana da projecao
e/u tende a zero. Por isso, na maioria dos algoritmos de identificacdo, quanto maior o ntimero
de dados menor € a influéncia do ruido de processo na modelagem.

Defini-se a covariancia entre duas matrizes A € RP*/ e B € R/ como:
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Drap; 2 E[[ABT].

Deve-se ressaltar que, neste documento, as nota¢des para operagdes geométricas determi-
nisticas e estocasticas serdo iguais. Para exemplificar esta afirmacado considere que @4 g possa
ser aproximada por:

1
D48 = 7ABT, para j— oo

Portanto, a proje¢do ortogonal pode-ser representada por:

A/B g p P 1B

[BB]™/

[%ABT][%BBTFB,

[AB"][BB"]'B,

que é exatamente a mesma defini¢do para proje¢do ortogonal de matrizes deterministicas.
Em ( )[pp.-28] mostra-se que a projegdo obliqua de matrizes
corrompidas com ruido é igual a projecdo obliqua deterministica.

2.7 Indices de Qualidade

Quando se deseja investigar, dentre uma familia de modelos, quais os modelos sdo mais
apropriados para um certo objetivo, muitas vezes o usudrio langa mao de indices para quan-
tificar a qualidade dos ajustes desses modelos aos dados experimentais do sistema. Um dos
indicadores mais utilizados em identificagdo por subespagos sdo o indice RMSE e o VAF, que
sdo definidos, respectivamente, como

VEX (0 - 562
RMSE = , (2.60)

YN (k) - )2

(2.61)

VAF(%) = [1 ATy -9 (k)llﬁ] x 100

Ly )l

em que {j(k) sdo os dados obtidos pelo modelo estimado e i/ é o valor médio do sinal medido
y(k), para cada saida. Para fins de anélise, quanto menor for o valor do RMSE, maior serd a
eficiéncia do modelo na recuperagdo das caracteristicas dindmicas do sistema. Por outro lado,
no indice VAF, quanto mais préximo de 100%, mais préximos estdo o sinal medido y e o sinal
estimado 7.
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2.8 Considerag¢oes Finais

Neste capitulo, mostrou-se um resumo das ferramentas necessarias para se trabalhar com a
identificagdo por subespagos. Foram discutidos temas com formulagdo dos modelos em espago
de estados, ideias basicas dos métodos de subespagos e suas principais diferencas em relacao
aos métodos de identificagdo tradicionais. Por meio de exemplos e demonstrag¢des intuitivas,
buscou-se simplificar o entendimento de conceitos como a montagem de matrizes em blocos de
Hankel e proje¢des geométricas. Além disso, foram apresentadas algumas defini¢des a respeito
de processos estocasticos. Dessa forma, espera-se que a abordagem aqui mencionada sirva de
auxilio para o entendimento de algumas propriedades que serdo apresentadas nos capitulos
posteriores. Para maiores detalhes sobre o que foi exposto no presente capitulo, sugere-se a
consulta das referéncias de ( )e ( )-



Capitulo 3

Identificacao Deterministica

“Se quiser por a prova o cardter de um homem, dé-lhe poder.”

Abraham Lincoln

3.1 Introducao

Neste capitulo, sera apresentado o método de identificacdo para sistemas deterministicos.

O desenvolvimento deste capitulo é baseado nos trabalhos de ( ( );

( ); ( )). No caso de sistema deterministicos, o ruido de

processo wy e o ruido de medigdo v, mostrados nas equagdes (2.1) e (2.2), sdo considerados
iguais a zero. Portanto, as equagdes de estado tém a seguinte representacao:

X1 = Axy + Buy, (31)
Y = Cxy + Duy. (32)

Na proxima segdo, por meio das equagdes (3.1) e (3.2), serdo derivadas equagdes matriciais
de entrada-saida que sdo fundamentais para o desenvolvimento da teoria de identificagdo por
subespagos.

3.2 Equacdes Matriciais de Dados de Entrada-Saida

O problema de identificacdo requer que, por meio de dados de entrada e saida, encontrem-se
as matrizes que compdem as equagdes (3.1) e (3.2). Para tanto, considere o Lema 3.2.1.

Lema 3.2.1. As equagdes (3.1) e (3.2) equagdes podem ser rearranjadas e, ap6s algumas substi-
tuigdes, colocadas como apresentado a seguir:

Y, =T;X, + H'U,, (3.3)
Y, =T;Xs+H{Uy, (34)
Xr = A'X, + ATU,. (3.5)

As equagoes de saidas (3.3) e (3.4), de forma similar, sdo definidas como uma combinacdo
linear de estados passados multiplicados pela matriz de observabilidade estendida I', (resposta
dos estados a entrada nula) e a combinagdo linear das entradas passadas multiplicadas por sua
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resposta ao impulso HI A equacdo (3.5) relaciona os estados futuros com os estados passados
sob a influéncia das entradas.

Demonstragio. Ver Apéndice B, Se¢do B.1. O

A interpretacdo geométrica da equagdo matricial (3.4) é mostrada na Figura 3.1.

o~/

d
I, X:

Figura 3.1: Vetores no espago linha da matriz em blocos de Hankel Y sdo obtidos como
combinacdes lineares de vetores no espaco linha das sequéncias de estado X e vetores no
espaco linha da matriz em blocos de Hankel Uy.

3.3 Estimando os Subespacos

Assumindo a suficiéncia dos subespagos formados por Y, Yy, U, e Uy no modelo de
equagOes matriciais de dados entrada-saida (3.3), (3.4) e (3.5), apresentados na Se¢do 3.2. Agora,
serd tratado o problema de estimacdo dos subespagos da matriz de observabilidade estendida
I'; e da sequéncia de estados da matriz Xy por meio de dados de entrada-saida. Um dos passos
principais para essa estimagdo envolve a determinacdo da ordem 7 do sistema. Vale ressaltar
que, para obter I'; e X ¢ somente o termo IiX ré necessario. A estimacdo de [;X iz pode ser
obtida por meio da projegdo obliqua de dados de entrada-saida do sistema. O termo I'; X ¢
usualmente denotado como

O; =TiXy, (3.6)

e pode ser particionando nos subespagos requeridos por meio da decomposicdo em valores
singulares.

3.4 Particionando O; Deterministica

Separar O; em I'; e X £ para sistemas puramente deterministicos é uma tarefa simples. O
posto de O; € igual a ordem n do sistema e, I'; e Xy podem ser recuperados de forma precisa
pela SVD, como

T
Oi=usvl =( 1 uz)(so1 8)(“%), (3.7)
2
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em que S; é uma submatriz de S contendo os valores singulares ndo-nulos de O; e, U; e VlT sdo
as partes correspondentes de U e VT. As matrizes requeridas podem ser obtidas como

T =S, Xp=8,7v]. (3.8)

em que a raiz quadrada de S; é simples de ser obtida, pois S; é uma matriz diagonal (ver
Apéndice A, Secao A.3.1).

3.5 Identificacao para Sistemas Auténomos

Um caso especial da identificagdo por subespagos deterministica serd apresentado nesta
secdo. Vale ressaltar que para sistemas auténomos nado é necessdrio realizar a projecao obliqua.
Pois, nesse caso, considera-se O; = Y}, = I';X}, ( , ). A importancia de se
tratar este caso especial de identificacdo é que ele permite explicar algumas operagdes basicas
de uma série de esquemas de identificagdo por subespagos. O passo essencial para realizar
essa modelagem é utilizar a equacdo de dados (3.3) para estimar o espago coluna da matriz
de observabilidade estendida I';. A partir desse subespaco pode-se estimar as matrizes A e
C a uma transformagédo de similaridade. Deve se destacar que o método de identificagdo por
subespagos para sistemas autdonomos é muito semelhante ao algoritmo de realizagdo proposto
por Ho-Kalman em 1966; ver ( , ). Dessa forma, para um sistema autonomo,
as matrizes B e D sdo iguais a zero e, portanto, a equagdo de dados (3.3) reduz-se a

Y, = TiX,. (3.9)

Essa ultima equagdo mostra que cada coluna da matriz Y, é uma combinagéo linear das
colunas da matriz I';. Isto significa que o espaco coluna da matriz Y, estd contido no espago
coluna de I';, ou seja, range(Y)) C range(I’;). Vale mencionar que nao se pode concluir, a partir
da equagéo (3.9), que os espagos coluna de Y e I'; sdo iguais, pois as combinagdes lineares das
colunas de I'; podem ser, tais que, o posto de Y}, € menor do que o posto de I';. No entanto, se
i >ne j2>i, pode-se mostrar que, sob determinadas condigdes, 0s espagos coluna de Y, e I'; sdo
iguais. Para ver isso, deve se observar que a matriz X, pode ser escrita como

X, =] 20) Ax(0) A%x(0) --- AFx(0) |. (3.10)

Se o par (A, x(0)) € alcangavel, a matriz X, tem posto linha completo, que é igual a n . Como
o sistema é considerado ser minimo, tem-se que posto(I’;) = n. Aplicando a desigualdade de
Sylvester (ver apéndice A) na equagao (3.9) verifica-se que posto(Y)) = n, portanto, range(Y),) =
range(I’;).

A SVD da matriz Y, também permite determinar o espago coluna de Y, (ver apéndice A).
Além disso, como o espago coluna de Y}, é igual ao de I';, ele pode ser usado para determinar as
matrizes A e C do sistema a uma transformacédo de similaridade T desconhecida. No presente
trabalho considera-se A = T"YAT, B=T"1B,C = CT e D = D. Denotando a SVD de Y, por

Y, =U1S1V], (3.11)
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com S; € R™". Entdo, das equagodes (2.18) e (3.8), U S}/ 2 pode ser denotado por:

C
CA

U8 =T; = : (3.12)
CAi—l

Portanto, a matriz C é igual as primeiras [ linhas de U Si/ 2, ou seja, C = U Si/ 2(1 21 )
(utilizando a notacdo do MATLAB). A matriz A é calculada resolvendo-se a seguinte equagao
sobredeterminada, que devido a condicdo i > n tem solugdo tnica:

U;SY2A = UiS)2 o A = (UhSYH) (Ui SY?) € R™ (313)

em que uls}/z € RIG-Dxn g uls}/z sem o ultimo bloco linha e u15}/2 e RIG-Dxn g u15}/2 sem o

primeiro bloco linha.

3.6 Uso de Sequéncias Especificas

Sabe-se que, em identificagdo de sistemas o sinal de entrada deve ser suficientemente ativo
de modo que excite a dindmica do sistema ( ( )). O conceito de persisténcia de
excitagdo (PE) permite quantificar qudo ativo é um sinal e, assim, qudo adequado é para
identificacdo de sistemas. Considera-se que uma sequéncia u; corresponda a um processo
estocdstico estaciondrio no sentido amplo e que ela seja ergédica. Pode-se definir excitacdo
persistente como se segue.

Definigao 3.6.1. Persisténcia de excitagdo ( , )pp. 206-209].
Uma sequéncia de entradas u; € IR™ é persistentemente excitante de ordem 2i se a sua
matriz de covaridncia

R™ 2 CD[UO\Zi—lzuOlZi—l]’ (3.14)

tiver posto completo, o qual é 2mi.

O Teorema 3.6.1 visa facilitar o entendimento de como extrair os estados por meio das pro-
jecOes ortogonais e obliquas dos dados medidos de um processo. Vale destacar que obtidos os
estados, como dito anteriormente, o problema de identificacdo se resume ao método de minimos
quadrados para se obter as matrizes do sistema. Logo ap0s, sera apresentada a demonstragao
comentada do teorema de identificagdo deterministica. Contudo, antes de enunciar o teorema
deve-se fazer as proximas trés consideragoes:

Consideracao 3.6.1. A entrada u; é persistentemente excitante de ordem 2i.

Consideragdo 3.6.2. A intersegdo do espago linha de Uy (entradas futuras) e o espago linha de
X, é vazia.
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Consideragio 3.6.3. As matrizes de ponderagio definidas pelo usuario W; € R/ e W, € R/
sdo tais que Wy tem posto completo e W, obedece a: posto(W)) = posto(W,W>), em que W,
é uma matriz em blocos de Hankel que contém as entradas e saidas passadas; ver (2.14).
Deve-se destacar que W; e W, determinam a base no espago de estados em que o modelo sera
identificado.

Teorema 3.6.1. Identificacdo deterministica ( , )
Definindo-se a matriz O; como a projecdo obliqua do espago linha de Yy sobre o espaco
linha de W), ao longo do espago linha de Uy:

Oi = Y¢/uWp, (3.15)
e a decomposicdo em valores singulares:

Si 0\( VI
(t uz)( 01 0)(‘/2) (3.16)

u; S, v7T, (3.17)

W101W>

entdo, tem-se que:

1. A matriz O; é igual ao produto da matriz de observabilidade estendida pela matriz de
estados futuros:
0: = I:X;. (3.18)

2. A ordem do sistema dado pelas equagdes (3.1) e (3.2) é igual ao nimero de valores
singulares presentes na equacao (3.16) que sejam diferentes de zero.

3. A matriz de observabilidade estendida I'; é igual a:
T = WL ST (3.19)
em que, T € R™" é uma transformagdo de similaridade arbitraria e ndo singular.

4. A parte das sequéncias de estados Xy, que se encontra no espago colunas de Wy, pode ser
recuperada a partir de:
XWa = T7'S}2VT. (3.20)

5. A sequéncia de estados X ¥ éigual a:

X =T!0; (3.21)
Demonstragio. Ver apéndice B, Se¢do B.2. O

De forma similar ao Corolario 2.5.1 apresenta-se a interpretacdo geométrica da equagdo
(3.15) (ver também (B.33)) na Figura 3.2.
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i A

> > > UJ_
1= €1 1 f
Ye/ W /U= X/ U W /4;

Figura 3.2: Interpretagdo da projegao obliqua de dados em um espago de dimensao j = 2.

O Teorema 3.6.1 pode ser sintetizado como:

n

posto (Yf/upr)

espaco linha (Y¢/u,Wp) espaco linha (Xy)

espaco coluna (T;)

espago coluna (Yy¢/u,Wp)

Como mostrado acima, os dados das entradas e saidas passadas e futuras formam uma base
pela qual podem ser obtidas as sequéncias de estado Xy e a matriz de observabilidade estendida
I';. Deve-se ressaltar que os métodos apresentados até aqui sdo para sistemas invariantes no
tempo. Portanto, as sequéncias de estados X;;1 e a matriz de observabilidade estendida I';_;
podem ser obtidas de maneira andloga a exposta no Teorema 3.6.1.

O Exemplo 3.6.1, a seguir, mostra que para sistemas deterministicos a determinacdo da
ordem 71 do sistema é uma tarefa trivial. Entretando, ao se adicionar ruido, esta tarefa torna-se
bem complicada, sendo um tanto quanto subjetiva.
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Exemplo 3.6.1. Considere o circuito elétrico RLC da Figura 3.3. Este circuito consiste de um
resistor (R), um capacitor (C) e um indutor (L). A entrada u é uma fonte de tensdo e, a tensdo
em cima do indutor L é escolhida como a saida y.

Figura 3.3: Circuito RLC série.

A tensdo no capacitor e a corrente no indutor foram escolhidas como as variaveis de estado
X1 e X, respectivamente. A representagdo em espaco de estados, em tempo continuo, do sistema
da Figura 3.3 é apresentado nas equagdes (3.22) e (3.23).

X1 _ 0 1/C X1 1
[ X2 ]_[ -1/L -R/L H X ]+[ 1/L ]”' (3.22)
X1
y=[-1 —R][xz ‘. (3.23)

Escolhendo-se R = 10Q), C = 0,02F e L = 20H e discretizando o sistema (3.22)-(3.23) com
Ts = 0,1s, tem-se

X1kl | 0,9877  4,8568 X | 0,0123 u (3.24)
X2 k1 -0,0049 0,9392 X2 k 0,0049 K '
X1,k
= -1 -10 o+ v 3.25
ye =| ][ Xox ] k (3.25)

Escolheu-se como entrada uy de (3.24)-(3.25) um sinal de tensdo, que se trata de uma sequén-
cia de ruido branco com média nula e desvio padrdo ¢ ~ 20. A entrada uy, persistentemente
excitante, e a saida y, resultante desta excitagdo, sdo apresentadas na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Sinais de entrada (1) e saida (yx), em volts, do circuto RLC.

Deseja-se testar a aplicabilidade do método MOESP para os casos nos quais hé ruido nos
dados. Dessa forma, adicionou-se sequéncias de ruido branco v a saida yj, formando dados
com quatro relagdes sinal ruido (SNR) diferentes. Para cada um desses dados corrompidos com
ruido, obteve-se uma matriz de projecdo obliqua O; e aplicou-se a SVD nesta matriz. A Figura
3.5 mostra os valores singulares da projegdo obliqua O; para cada um dos dados corrompidos
com ruido. A medida que a SNR diminui, os valores singulares mais significativos de O;
tornam-se, praticamente, indistinguiveis na determinacdo da ordem 71 do sistema. Claramente,
o melhor caso na determinacédo da ordem do sistema é quando SNR = 20.

40 I |
+
+ + +
S 30 + + i
=
= O
g x
‘® 20 -
W
o
S
= o
S gL i
-3 10 Q Q o o
X
0 | | X X x x
0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.5: Valores singulares da matriz O; para ruido branco adicionado a saida para diferentes
valores de relagao sinal ruido (SNR). (x) SNR = 20, () SNR =2, (*) SNR =1e (+) SNR = 0,67.

Este exemplo ilustra que, de fato, para relagdes sinal ruido baixas é uma tarefa dificil
determinar a ordem de um sistema pela SVD da matriz O;. No Capitulo 4, serd proposta uma
forma de reduzir o efeito do ruido adicionado a saida na determinagdo da ordem 7 do sistema.

O
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3.7 Determinac¢ao das Matrizes do Sistema

Considerando que a matriz O; seja conhecida, como mostrado na secdo anterior, ela pode
ser particionada nos subespagos requeridos pela SVD, coluna(I’;) ou linha(Xy). As matrizes
do sistema podem ser obtidas a partir qualquer um desses dois subespagos. A Figura 3.6
exemplifica as duas metodologias para obtencdo dessas matrizes. O método N4SID utiliza a
informagdo dos estados. Por outro lado, o MOESP utiliza a matriz de observabilidade estendida.

uy
: :

X I
: I
N4SID MOESP

! !
A B,C, D

Figura 3.6: Formas distintas de obter as matrizes do sistema para o caso deterministico. A
esquerda o método N4SID que utiliza a informacdo dos estados. A direita 0 método MOESP
que utiliza a matriz de observabilidade estendida.

A seguir sdo apresentadas as duas metodologias para obtengdo dessas matrizes.

3.7.1 Usando a Matriz de Observabilidade coluna(I’;)

A matriz T'; é obtida como uma base de coluna(l’;). Assim, as matrizes A, B, C e D sdo
obtidas em dois passos: Primeiramente, A e C sdo determinadas a partir de I';; Posteriormente,
de posse das matrizes A e C, B e D sdo computadas.

Determinando A e C

Como pode-se observar na equagao (2.18) da Secdo 2.4.3, a matriz C pode ser obtida direta-
mente a partir do primeiro bloco linha de I';.
A seguir a matriz A é determinada a partir das seguintes estruturas deslocadas de I';:

C
T = : € RIG-Dxn, (3.26)
CAi—Z
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CA
;= : e RIG=Dxn, (3.27)
CAi—l

em que I'; é T'; sem o altimo bloco linha e T; é T; sem o primeiro bloco linha. Esta estrutura
permite a determinacédo de A, resolvendo-se o seguinte problema de minimos quadrados linear:

LA=T; . A=T/T; e R™". (3.28)

Determinando Be D

Primeiramente, multiplica-se a equagao de entrada-saida (3.4) pela esquerda por I't* e pela
direita por LI}:

YUY = THTX UG + T HFUUT, (3.29)

em que I} € RU=mXli ¢ yma matriz de posto completo que satisfaz [+T; = 0. Sendo assim, a
altima equagdo pode ser simplificada, ficando da seguinte forma:

+
THY (U

_ d
=T HY. (3.30)

Para facilitar a notagao, é considerado o termo a esquerda da tltima equagao como Me T
como L, entdo (3.30) torna-se:

D 0 0 -+ 0
CB D 0 -+ 0

(M My - Mi)=(L1 Lo - L) CAB CB D . 0| (331
CA™2B CA™B CA™B --- D

em que My € RE="*m e 1 e RU=MXI A equagao (3.31) pode ser reescrita como:

M, L L, - Lig L

Mo L L3 -+ L O L0 b

= Ly Ly --- 0 0 !
2 s L 0 (0 &)(B) (3.32)
M L 0 0 - 0

que se trata de um conjunto de equagdes lineares em que deseja-se encontrar as varidveis B e
D. Esse problema é sobredeterminado (quando i(li — n) > (I + n)) e pode ser resolvido por meio
do método de minimos quadrados.
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Procedimento pritico para obtencao das matrizes - Método MOESP

A Figura 3.7 traz um diagrama esquematico do procedimento de identificagdo das matrizes
A, B, C e D pelo método MOESP. Primeiramente, dadas as medi¢des dos dados de entradas
e saidas de um processo, monta-se as matrizes em blocos de Hankel de entradas e saidas,
passadas e futuras. De posse dessas matrizes, realiza-se a projecdo obliqua das saidas futuras
Y ao longo das entradas futuras Uy nos dados passados formados por W,. Logo ap6s, por
meio da SVD dessa projecdo, determina-se a ordem do sistema e a matriz de observabilidade
estendida I';. Da matriz I'; sdo estimadas as matrizes A e C. Por fim, por meio dos dados de
entrada e saida, da matriz de observabilidade estendida I'; e do complemento ortogonal de I,
sdo estimadas as matrizes B e D pelo método de minimos quadrados.

MOESP

u, Y

| uP,Ypfqufo

Y/uW,

U,

k4

SVD
S, (WS,
n I';

; MQ
A, C

B, D

Figura 3.7: Diagrama esquemaético do procedimento para identificagdo por subespagos para o
método MOESP.
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3.7.2 Usando os Estados linha(X f)

Considerando que as entradas, as saidas e as sequéncias de estados estdo disponiveis, elas
podem ser colocadas como a seguir:

A A

Xi= (J?i, ---,J?i+j—1), Xiy1 = (561’+1, -~-,9?i+j),
Ui = (Mi, ooy ui+j—1)/ Yi= (yi/ ooy yz‘+j—1)-

Os dados acima podem ser relacionados pela seguinte equacao:
Xin) (A B[ X
( Yi )_(C D)(Uz‘)' %

Portanto, os parametros do modelo (3.1)-(3.2) podem ser estimados pelo método de minimos

quadrados. Denotando:
_[A B X | X
o=(¢ o) *=(u) »-(5)

a solugdo por minimos quadrados pode ser obtida como a seguir:

O =YX = YyXT(xx"). (3.34)

Contudo, deve ser notado que como nao ha ruido, o conjunto de equagdes acima é consis-
tente e ndo necessita ser resolvido por minimos quadrados.

Procedimento pratico para obtencdao das matrizes - Método N4SID

A Figura 3.7 traz um diagrama esquemadtico do procedimento de identificagdo das matrizes
A, B, C e D pelo método N4SID. O procedimetno para identificagdo pelo método N4SID ¢é
idéntico ao método MOESP até a parte em que a matriz I'; e a ordem do sistema sdo obtidas.
A partir dai, também sdo obtidos os estados X;. Como os sistemas em que os métodos sdo
aplicados sdo invariantes no tempo, pode-se langar mao desta propriedade para obter I';_; e os
estados X;,;. Deve-se atentar para o fato de que uma nova projegdo obliqua é realizada com os
dados deslocados para obter X;,;. Sendo assim, de posse dos dados de estradas e saidas e dos
estados X; e X,;, pode-se obter as matrizes A, B, C e D pelo método de minimos quadrados.
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N4SID

u, y

| Uprpfuf'fo

Yf/ Hfm l/f./ [rl)m-k

! Si [ uTisi »
n I; i-1
1 Xi‘:+1 o

A B C D

Figura 3.8: Diagrama esquemaético do procedimento para identificagdo por subespagos para o
método N4SID.

3.8 A Escolha das Matrizes de Ponderacao

Como descrito em ( ) existem varios algoritmos de identificagdo por subespagos.
Comumente esses algoritmos sdo divididos em duas classes, como mostrado na Se¢do 3.7. A
primeira classe utiliza-se das estimativas da sequéncias de estados X; (0s vetores singulares a
direita de W;0O,;W,) para encontrar as matrizes do sistema. A segunda classe de algoritmos usa
a matriz de observabilidade estendida I'; (os vetores singulares a esquerda de W;0;W,) para
estimar as matrizes A e C e, posteriormente, Be D. Uma outra forma de diferenciar os algoritmos
de subespagos se refere a escolha das matrizes de ponderagdo, Wi e W,. Essas matrizes sdo
escolhidas de forma que W tenha posto completo e W5 seja, tal que, posto(W),) = posto(W, W»).
A escolha das matrizes de ponderacdo para algoritmos do tipo N4SID ( ,

) e MOESP ( , ; , ) sdo resumidas na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Defini¢des das matrizes de ponderagdo para os algoritmos N4SID e MOESP.

Algoritmo | W; | W,
NaSID | I; | [,
MOESP | I |11},

O algoritmo N4SID utiliza a estimativas dos estados (X;). Por outro lado, o algoritmo
MOESP utiliza a matriz de observabilidade estendida (I7;).

Como motivagdo para o préximo capitulo, serd apresentado no Exemplo 3.8.1 a estima-
¢do das matrizes de um sistema, pelo método MOESP, para o caso em que ruido colorido é
adicionado na saida de um sistema no qual deseja-se identificar.

Exemplo 3.8.1. Considere o sistema (3.24)-(3.25) apresentado no Exemplo 3.6.1. A fim de testar
a robustez do método MOESP quando sujeito a ruido colorido, gerou-se 30 sequéncias de ruido
v por meio do filtro a seguir

g1 +0,5972
= Cks
1-1,69971+ 09642

em que, ¢, é uma sequéncia de ruido branco, qualquer, com média nula e desvio padrao unitério.
A estimacdo das matrizes do sistema pelo método MOESP foi realizada para cada sequéncia
de ruido gerada v adicionada a saida y,. Para cada uma das realizagdes de ruido v, foram
geradas 500 amostras de dados de entrada uy e saida y, sendo 400 utilizadas para identificacdo
e 100 para validacdo. Os autovalores do sistema original sdo 0,9634 + 0,1517i. A Figura 3.9
mostra os autovalores estimados pelo método MOESP para 30 realiza¢oes de ruido diferentes.

Ok (3.35)

0.2+
x“‘ *
g) % # W,::”,; X" o
£ 015 —
01+ -
| | | | | | |
0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1
Real

Figura 3.9: Comparacao dos autovalores estimados com o autovalor original do circuito RLC.
(x) Autovalores da matriz A do circuito RLC estimados pelo método MOESP para 30 realiza¢des
de ruido de medigéo colorido. (+) Autovalor original do sistema.

Como pode ser verificado pela Figura 3.9, o método MOESP produz estimativas polarizadas

dos autovalores da matriz A do circuito RLC para ruido colorido adicionada a saida.
o
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3.9 Considerag¢oes Finais

Neste capitulo foi apresentado o método de identificagdo por subespagos para sistemas
puramente deterministicos. Mostrou-se que o sistema em espagos de estados poderia ser
reformulado e colocado em forma de equagdes matriciais de entrada-saida. A seguir, mostrou-
se em qual subespago as matrizes de sistemas em espacos de estados podem ser recuperadas.
Logo ap6s, o teorema da identificagdo deterministica foi apresentado. Na demonstragdo desse
teorema, apresentada na Secdo B.2, verificou-se que, pela projecdo obliqua das saidas futuras ao
longo das entradas e saidas passadas nas entradas futuras, pode-se extrair a ordem e recuperar
os estados do sistema, sem a necessidade de encontrar as matrizes que modelam o mesmo.
Mostrou-se também que, conhecendo a matriz de projegdo O;, as matrizes do sistema podem
ser obtidas por duas metodologias distintas, a saber: por meio de I'; ou X;. Por fim, foi
apresentado em qual base as matrizes de ponderacdo W; e W, sdo escolhidas.






Capitulo 4

Identificacao Estocastica

“Se, pela ofensa de um e por meio de um sé, reinou a morte, muito mais
os que recebem a abunddncia da graga e o dom da justica reinardo em vida
por meio de um sé, a saber, Jesus Cristo.”

Rm 5:17

4.1 Introducao

Neste capitulo é apresentado o método de identificacdo por subespagos para sistemas esto-
casticos. Para elaboragdo deste capitulo, de certa maneira, seguiram-se as abordagens apresen-
tadas em ( , ; , ; , ; ,

). No problema de identificagdo estocastica as equagdes de estado sdo as mesmas apresen-
tadas na Segdo 2.2 que, por questdes didaticas, sdo reescritas a seguir:

Xip1 = Axp + Buy + wy, 4.1)

Yk = Cxy + Duy + vy, (4.2)

em que os vetores uy € R™ ! s30 as entradas, x; € R sdo os estados e Yk € R>! s30 as saidas,
wr € R™ e v, € R sdo o ruido de processo e medicdo, respectivamente, com média nula e
matrizes de covariancia E[v;0] ] = Q, E[wiw; ] = R e E[vjw]] = S. O modelo de processo mostrado
nas equagdes (4.1) e (4.2), também pode ser representado como o modelo de inovagio

Xpp1 = Axp + Buy + Key, (43)

Yk = Cxi + Dy + e, (4.4)

em que K é o ganho de Kalman em estado estaciondrio, a inovacio ¢, € R*! é considerada um
processo branco, com média nula, independente das entradas e saidas passadas e possui matriz
de covariancia E[ekelz] =R..

4.2 Equacdes Matriciais de Dados de Entrada-Saida

Seguindo o procedimento de substitui¢des recursivas, semelhante ao caso deterministico
mostrado no Apéndice B.1, pode-se representar as equagdes (4.3) e (4.4) na forma das seguintes
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equagOes matriciais lineares

Y, =X, + HU, + HSE,, (4.5)
Y; =T X;+ HiUf + HiEy, (4.6)
X; = A'X, + AU, + ASE,. (4.7)

As equagdes de saida (4.5) e (4.6), de forma similar, sdo definidas como uma combinacdo
linear de estados passados multiplicados pela matriz de observabilidade estendida I', (resposta
do sistema a entrada nula) e a combinacao linear das entradas passadas e ruido aditivo multi-
plicadas por suas respectivas respostas ao impulso H? e Hj. A equagao (4.7) relaciona os estados
futuros com os estados passados sob a influéncia das entradas deterministicas e o ruido aditivo.

4.3 Particionando O, Estocastica

Diferentemente de quando considera-se O; deterministica, na presenga do ruido, tal matriz
pode ter de posto completo. Assim, todos os valores singulares de O; podem ser diferentes
de zero, ou seja, a diagonal da matriz S pode ndo ter somente os valores singulares originais
do sistema. Contudo, o posto do sistema a ser identificado pode ser escolhido pelo nimero
de valores singulares mais significativos. Isto pode ser uma tarefa critica, para a qual poucas
orientagdes tedricas estdo disponiveis ( , ). Na pratica, costuma-se
comparar a magnitude dos primeiros valores singulares com os demais. Ao detectar uma
maior variagdo na magnitude de um valor singular para o valor seguinte, estima-se a ordem
(1) do sistema de acordo com o valor singular de maior valor nessa comparagéo (

, ); ver Exemplo 4.6.1. Escolhendo-se 71 como a ordem do sistema, a SVD da matriz
O; pode ser dividida em uma parte referente ao sinal e outra ao ruido, como se segue

T
0= ( U ur)(sos SO)(;) (4.8)

em que Us e VI contém i vetores singulares principais, cujos correspondentes valores singulares
sdo coletados na diagonal 71 X 1 da matriz Ss. A estimativa filtrada da matriz de observabilidade
estendida e da matriz de sequéncias de estado sdo entdo

I; = UsSY?, Xp=S2VL (4.9)

4.4 Estimacaode O, por meio dos Dados de Entrada-Saida

Esta se¢do objetiva dar ndo somente um embasamento tedrico de como a matriz O; pode ser
estimada, mas também traz uma interpretagdo geométrica de como este subespaco é recuperado
para o caso de dados corrompidos com ruido branco. Deve se ressaltar que a demonstragdo
matemadtica dos conceitos aqui apresentados é demasiadamente longa. Por isso, optou-se por
ndo apresenta-la aqui. Para maiores detalhes sobre tais demonstragdes, sugere-se a consulta ao
apéndice de ( , ).
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Dessa forma, como ponto de partida para recuperar as estimativas de I';X , langando-se
mao de conceitos de identificacdo cldssicos, poderia se pensar intuitivamente na estimagdo de
;X £ por meio da projegdo ortogonal de Yy no subespago gerado por W, e Uy, como a seguir

W, A
Yf/( u; ): I Xs +HIUy. (4.10)

A projecéo ortogonal pode eliminar o termo de ruido Ef se ele for branco. Dessa forma, ele

o : W o
serd assintoticamente perpendicular ao subespaco gerado por ( Up ) Portanto, as estimativas

das sequéncias de estado X e das entradas futuras Uy estardo presentes no espago conjunto de
W, e Uy. Entretanto, o problema de identificacdo por subespacos nédo estd totalmente resolvido,
pois a estimativa dos estados futuros Xy ainda depende do termo de entradas futuras Uy. A
Figura 4.1 resume o que foi dito sobre a proje¢do ortogonal apresentada na equagdo (4.10).

/Yf
—
Yf= I Uf

Figura 4.1: Projegao ortogonal nos dados de entrada e saida.

Para mostrar que Xy pertence ao espago conjunto de W, e Uy, considere a equagéo (4.5).
Nessa equagéo, os estados passados X, podem ser expressados como

UP
— trgd t + — d
X, = -TTHIU, +T'Y, -TTHE, = ( -TTH¢ T -TTH: )| v, (4.11)
EP
Substituindo (4.11) em (4.7), tem-se
Xy = AXp+ AU, + AE,
— 1 i i d
= AT'Y, - ATTH!U, - ATTHSE, + AU, + ASE,
UP
= (((af-ATIHY) AT (A3 -ATIE) )| Y, |. (4.12)
E
P

As equagdes (4.11) e (4.12) indicam que ambos estados passados X), e futuros Xy podem ser
obtidos como uma combinagéo linear dos dados passados Y, U, e E,.
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Para computar a estimativa de Xy o termo de ruido pode ser substituido pelo seu valor
médio, dessa forma
uP

T — d iTtgd iTt
Ry =( (A - ATIHY) AT )( Y,

) = LoWp, (4.13)
mostrando que X £ pertence ao espaco linha de W,,.

Como foi apresentado, a projegdo ortogonal elimina o termo de ruido, mas ainda hé a
influéncia do termo de entradas futuras Uy, que também precisa ser eliminado, nesse caso a
projecio obliqua é a ferramenta correta.

Lema 4.4.1. A projegdo obliqua dos dados de entradas futuras Y sobre os dados passados W,
ao longo dos dados de entradas futuras Uy ¢ dado por

Y¢/u W, = TiXs. (4.14)

A Figura 4.2 exemplifica que realizando a projegdo obliqua das saidas futuras Y no espaco
linha dos dados passados W, ao longo do espago linha das entradas futuras Uy, obtém-se
exatamente o termo desejado ;X Iz

Figura 4.2: Projecao obliqua nos dados de entrada e saida.

Antes de apresentar a demonstragdo da projegéo obliqua para recuperar Xy e o teorema da
identificagdo estocdstica, deve-se levar em conta as seguintes consideragdes.

Considerac¢do 4.4.1. A entrada deterministica 1 é ndo correlacionada com o ruido de processo
wy e com o ruido de medicao vy.

Consideracgao 4.4.2. A entrada uy é persistentemente excitante de ordem 2i.
Consideragao 4.4.3. O nimero de medidas tende a infinito, j — co.

Considerac¢ao 4.4.4. O ruido de processo wy e o ruido de medigdo vx ndo sdo identicamente
nulos.
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Consideracgao 4.4.5. As matrizes de ponderacdo definidas pelo usudrio Wi e W, sdo tais que
W1 possui posto completo e W> obedece: posto (W,,)=posto(W,.W>), em que W, é a matriz em
blocos de Hankel que contém as entradas e saidas passadas.

Demonstragio. Primeiramente, considere a projecdo obliqua de todos os termos de (4.6), como
se segue

YiluW, = UiXy+HIUs+ HEf)/uWp, (4.15)

= TiX¢/u,Wp + HiUs/u, Wy + HSEf/u,Wp. (4.16)

Analisando cada termo de (4.16) separadamente e levando em conta as consideragdes de
441a444:

e Para o ntiimero de dados passados (linhas) e de amostras tendendo ao infinito (i, j = ©0)

lim Xp/uWp = %iinm X /W, = Xy, (4.17)

i, j= oo
pois como foi mostrado, X £ (4.13) e Xy (4.12) sdo estimados no espaco conjunto de W,,.
e Pela definicdo de projecdo obliqua pode se verificar que

Ur/u, W, = 0. (4.18)

e Para o nimero de amostras tendendo ao infinito e pela independéncia do ruido, tem-se

que
lim E¢/u,Wp = 0. (4.19)
j— oo
Dessa forma, pode-se concluir que
lim Y¢/u,W, =TiX. 4.20
JHm fluWp =TiXs (4.20)
O

Todas as proje¢des supracitas na dltima demonstragdo sdo exatas quando o namero de
dados tende ao infinito (i, ] — o0). O efeito das proje¢des ortogonal e obliqua, sdo resumidos a
seguir

Y; = IiXs+HiUs + HEy,
WP % d
Yf/( uf ) = l"in+Hl. Uf,
Y¢/uW, = TiXy.

De posse desses resultados, pode-se enunciar o teorema da identificagdo estocastica.



46 4 Identificagao Estocastica

Teorema 4.4.1. ( , )
Com dito anteriormente O; é definido como projecdo obliqua. A decomposi¢do em valores
singulares da projecdo obliqua ponderada é dada por:

T
WiOW, = ( Uy Uy )( 501 gz )( Vi ) (4.21)

Portanto:
1. A matriz O; é igual ao produto da matriz de observabilidade estendida e a sequéncia de
estados X;:
O; =T;. X (4.22)

2. A ordem do sistema (4.3)-(4.4) é igual ao ntimero de valores singulares diferentes de zero
em 4.21, na pratica, utiliza-se o procedimento empirico descrito na Segao 4.3.
3. A matriz de observabilidade estendida I'; é igual a:

T = WS, (4.23)

4. Parte da sequéncia de estados X;, que se situam no espago da coluna de W, podem ser
recuperados a partir de:

XKW, = T;18)2vT (4.24)
5. A sequéncia de estados X; é igual a:
X;=T'0; (4.25)

No caso estocéstico a escolha das matrizes de ponderacao W; e W, para os algoritmos N4SID
e MOESP é idéntica ao caso deterministico apresentado na Tabela 3.1. O Teorema 4.4.1 pode
ser sintetizado como:

posto (Yf/upr) = n

espaco linha (Y¢/u,Wp) espaco linha (Xy)

espago coluna (T)

espago coluna (Y¢/uWp)

4.5 Determinacao das Matrizes do Sistema

Como mostrado na Segdo 3.7, considerando que a matriz O; seja conhecida, ela pode ser
particionada em dois subespagos, coluna(I’;) e linha(X;), pela SVD. Dessa forma, as matrizes
do sistema podem ser obtidas por qualquer um destes dois subespagos. Deve ser notado, na
presente se¢do, que o ruido branco aditivo de processo e medigao serd tratado, diferentemente
do caso apresentado na Segdo 3.7. Entretanto, como deve estar claro, a metodologia para
sistemas deterministicos e estocasticos sdo, exceto pelo tratamento ou estimagdo do termo de
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ruido, idénticas. Na Figura 4.3 é mostrada as duas metodologias para obtencdo das matrizes
do sistema e os respectivos algoritmos utilizados por cada uma delas.

u, Yy
1 1
X; I’

} I
N4SID, MOESP,

ARC MOESP-PI/PO
} |

A B,C D

Figura 4.3: Formas distintas de obter as matrizes do sistema para o caso estocéstico. A esquerda
os método N4SID e ARC que utilizam a informacéo dos estados. A direita os métodos MOESP,
MOESP-PI e MOESP-PO que utilizam a matriz de observabilidade estendida.

4.5.1 Usando a Matriz de Observabilidade coluna(l’;)

Como no caso deterministico, a matriz I'; é obtida como uma base de coluna(I’;). Assim,
as matrizes A, B, C e D também sdo obtidas em dois passos. Em primeiro lugar A e C sdo
determinadas a partir de I';. Logo apds, de posse das matrizes A e C, as matrizes B e D sdo
determinadas.

Determinando A e C

Como mostrado na Se¢do 3.7.1, a matriz C pode ser obtida diretamente a partir do primeiro
blocolinha deI'; e amatriz A é obtida resolvendo-se o seguinte problema de minimos quadrados
linear:

A =T; (4.26)

o que resulta em
A =TT, (4.27)
Determinando B e D

Primeiramente, multiplica-se a equagdo de entrada-saida (4.6) pela esquerda por I';" e pela
direita por ut, obtendo-se

T UG = TTiX UG + THH{URU + T HGEfUL, (4.28)
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em que [ € RU=Xli ¢ uma matriz de posto completo que satisfaz [+T; = 0 e Ef ndo possui
correlagdo com U}. Sendo assim, a dltima equagdo pode ser simplificada, ficando da seguinte

forma:

Ity ut =T+HY. (4.29)

f

A partir desse ponto a determinagdo de B e D é idéntica ao caso deterministico. Conside-
rando o termo a esquerda da equacao (4.29) como M e I';- como £, tem-se:

D 0 0 - 0
CB D 0 - 0

(M My -+ Mi)=(L1 £ - L)| CAB  CB D . 0| @30
CA2B CA3B CA"*B --- D

no qual My € RU=mxm o r e RE-MXI Reescrevendo a equacao (4.30), tem-se:

L L - Lig L

ﬁl LoLyo L0

= L L tee O O !
e s o)) a3
M L 0 0 - 0

este dltimo conjunto de equacgdes (4.31) pode ser solucionado por meio do método de minimos
quadrados para se encontrar as matrizes B e D.

4.5.2 Usando os Estados linha(X f)

De posse das entradas, saidas e sequéncias de estados, pode-se formar as seguintes matrizes
de dados:

A A

Xi= (J?i, ey J?i+j—1), Xiy1 = (J?i+1, --~,3?i+j),
u; = (Mi, ey Mz‘+j—1), Y= (]/i/ ey ]/i+j—1)-

Considerando um termo de ruido adicionado a estes dados, forma-se a seguinte equacao:

Xii) (A B Xi+€
Y, | \c D])\Uu ’

que é idéntica a equacdo (3.33), exceto pelo termo de ruido ¢.

Entdo, considerando o sistema em malha aberta, os parametros do modelo de inovagio podem
ser estimados pelo método de minimos quadrados. Denotando:

(A B X p.a
o-(¢ o) =(u) »=(3)
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a solucdo por minimos quadrados pode ser obtida como se segue:
0 =YX = yxT(xxhH, (4.32)

e 0s parametros estocdsticos podem ser obtidos como:

R.=Xp», K=ZIply, (4.33)
em que
Y1 X 1 T
Y= = - Y -0X)(Y -06X)".
( 221 222 ) ]— (Tl + m)(n + l)( )( )

4.6 O Uso de Variaveis Instrumentais

Até o presente momento, a metodologia exposta neste capitulo trabalha com estimadores
ndo polarizados quando o ruido de processo wy e de medicdo vy forem brancos. Contudo,
quando o ruido de processo e de medigdo forem coloridos estes estimadores serdo polarizados
( , ). Um algoritmo ndo polarizado que pode ser usado para determinar as matrizes
do sistema é o método conhecido como varidveis instrumentais (VIs) ( , ).
A ideia é correlacionar ambos os lados da equacéo (4.6) com uma varidvel que elimine o termo
Uy e faga com que o termo de ruido Ef seja anulado assintoticamente, mas mantenha o termo
de sinal intacto.

Primeiramente, para eliminar o termo de entrada multiplica-se a equagdo (4.6) por HLf,
obtendo-se

YfHJL_If = FinHflf + HfEfHJL_[f (4.34)

Para recuperar o espaco coluna de T’;, deve-se eliminar o termo H:E fﬂﬁf de modo que a
influéncia do ruido sobre o célculo do espago coluna da matriz de observabilidade estendida
desapareca. Deve-se encontrar uma matriz Z; que garanta as seguintes propriedades:

1
jli_)rgo 7Hlﬂsfnﬁfz}‘ =0, (4.35)

: 1 1L 7T
posto ]Lr?o 7Fl~XfHuij = 1. (4.36)

Pela propriedade (4.35), pode-se eliminar o termo H;E thIf daequacdo (4.34), multiplicando-
aporZ; pela direita e tomando o limite para j — oo, tem-se
lim 2T 27 = lim ~T,X 1T 27 (4.37)
]—)oo]fuf] ]'—)oojlfuf ] )

A propriedade (4.36) garante que a multiplicacdo por Z; ndo modifica o posto do termo a
direita da equagdo (4.37). Sendo assim,

range (lim l_YfHﬁfZ].T) = range(I;). (4.38)

j—ooo ]
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Portanto, pode-se obter estimativas, a partir de um estimador ndo polarizado, do espago
coluna de T; pela SVD de Y fHJL-IfZ].T =0;.
Implementacao eficiente de O;

Para implementar o método de varidveis instrumentais, de forma mais eficiente, utiliza-se
a decomposigdo LQ. Assim, propde-se a decomposigdo LQ dada por

T
u; Ly 0 0 0)| =t
Zi =l I 0 0| G| (4.39)
Yy L1 Lz Laz O 3

O lema a seguir mostra a relagdo entre a decomposicdo LQ e a matriz Yfl—IfIfZ]T.

Lema 4.6.1. ( , ) Dada a fatoragdo LQ apresentada em (4.39), tem-se
Y1, Z] = LaoLy, (4.40)

Demonstragio. A prova do Lema 4.6.1 é semelhante ao caso apresentado no Lema 2.5.1. De
(4.39), tem-se que

Y5 =Ln1Q] + LQ) + L33Q}, (4.41)
€,
Zj = LnQ] +LnQJ. (4.42)
Fazendo-se

Myy = 1= QuQ) = QaQ; +Q3Q; + QuQy.- (4.43)

Tem-se que
YA Z] = (LaQp +LaaQ; +L3Q5)(QeQ; + QsQ5 + QuQ)(Ln Q) +[2Qy)" (4.44)
= (LnQj + LssQ)(QiL), + QoL), (4.45)
- Lall, (4.46)
completando a prova. m]

Assim, a matriz L3,L], pode ser usada para obter estimativas de maneira ndo polarizada
das matrizes do sistema. Agora deve-se determinar como escolher a matriz Z;.

4.6.1 Ruido de Medig¢ao Colorido (MOESP-PI)

Nesta secdo, sera tratado o método de identificacdo por subespacos, que considera sistemas
com ruido de processo wy igual a zero e o ruido de medi¢do vy como uma sequéncia de ruido
colorido, como a seguir

Xpp1 = Axy + Buy, (4.47)
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Yi = Cxy + Duy + vg. (448)

Conforme apresentado na Segado 4.6 quando o ruido de processo (wy) ou medigado (v;) ndo é
branco, pode-se encontrar uma varidvel de instrumentos que satisfaca as condigdes (4.35) e (4.36).
Por exemplo, se considerar a varidvel instrumental Z; = Uy, a condigao (4.35) ¢ satisfeita, pois
Ui e v ndo sdo correlacionados. Entretanto, a condigdo (4.36) ndo ¢é satisfeita, uma vez que
I;X foIf U; = 0. Portanto, Z; = Uy néo € uma boa escolha. Assim, uma escolha factivel seria
os dados de entradas passadas U,. Em ( ) mostra-se que U, é o termo
apropriado para remover tanto Uy quanto Ef. Em linhas gerais, multiplica-se a equacao (4.6)

por Ht[f LI; pela direita, obtendo-se
ani,f ul = rixfnﬁf uy + Hfufnﬁf U, + HE fnﬁf u,. (4.49)

Como pode-se verificar, o termo de entradas futuras pode ser eliminado (Hf Ufl_lf[f U; =0)
e o termo de ruido, a medida que o niimero de medi¢des tender ao infinito, assintoticamente
desaparecerd

]h_>rg HfEfHﬁf u, =0. (4.50)
A condigdo de posto (4.36) da matriz I';X fl_[ﬁf LI; como mostrado em

( ) também é assegurada. O método de identificacdo que foi apresentado nesta secdo é

conhecido como MOESP-PI, em que o termo PI se refere a past inputs (entradas passadas) que

é utilizada como uma matriz de varidveis instrumentais.

4.6.2 Ruido de Medic¢ao e Processo Colorido (MOESP-PO)

Nesta secdo, serd tratado o método de identificacdo por subespagos, em que, tanto o ruido
de processo wy quanto de medicdo v, adicionados ao sistema sdo sequéncias de ruido colorido,
como se segue

Xkp1 = Axp + Buyg + wy, (4.51)
Yk = Cxy + Duy + vy (4.52)
Como mostrado em ( ), quando as entradas passadas sdo usadas para compor

a matriz varidveis instrumentais, se existir alguma dindmica adicional devido ao disttrbio
colorido, o estimador MOESP-PI podera ser polarizado ( , ). Sendo assim, para
obedecer a condicdo (4.36), pode-se expandir a varidvel instrumental incorporando as saidas
passadas Yp, como a seguir

Zi= ( ;[p ) (4.53)
p
Este algoritmo é denominado MOESP-PO, em que PO denota a varidvel instrumental de
Past Outputs (saidas passadas). De forma similar a (4.49), utilizando-se a varidvel instrumental
(4.53), tem-se
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1 uT 1 uT d 1 UT n uT

— S
YfHuf( Yg ) = FinHuf( Y;% )+Hi ufHuf( Y:% ) +HiEfHuf( Yg ) (4.54)
Como mostrado em ( ) as condigdes (4.35) e (4.36) sdo asseguradas.

uT
Portanto, a matriz I';X fl_[ﬁf ( Y@ ) pode se obtida por meio da seguinte decomposicao LQ:
p

T
Zf Lu 0 0 0 QlT
[ v ] =Ly n 0 of 22| (4.55)
p 3
Y; L31 Lz Lz O of
uT
em que, a estimativa de YfoIf( Y? )édada por ( , ; , ):
p
1
range (hm —_L32) = range(0;). (4.56)
]—?OO W

Sendo assim, obtida a matriz O; para os métodos MOESP-PI e MOESP-PO, a obtencédo das
matrizes A, B, C, e D é idéntica a metodologia apresentada na Secado 4.5.1.

Um ponto importante a se observar é que ao utilizar as varidveis instrumentais PI e PO
para obter a matriz O;, naturalmente, a SVD desta tltima matriz trard maiores informacdes
sobre a ordem do modelo, pois, O; estara descorrelacionada com ruido. Para evidenciar alguns
aspectos praticos da melhora na identificagio de um sistema pelos métodos baseados em VI,
sdo apresentados, a seguir, dois exemplos comparando os métodos MOESP-PI e MOESP-PO
com o método MOESP.

Exemplo 4.6.1. Considere o sistema (3.24)-(3.25) apresentado no Exemplo 3.6.1. Com a sequén-
cia de ruido v, gerada pela equagdo (3.35) apresentada no Exemplo 3.8.1. Além de ruido de
medigdo vy, adicionou-se ruido de processo wy, branco com média nula e desvio padrdo uni-
tdrio aos dados desse sistema. Foram geradas 500 amostras, sendo 400 para identificagdo e
100 para validagdo. Manteve-se uma relagdo sinal ruido de (02/02) = 70. De posse dos dados
de identificacdo, foram montadas as matrizes de dados e obtendo-se a matriz de projecdo O;
para cada um dos métodos, MOESP, MOESP-PI e MOESP-PO. As matrizes de projecdo obliqua,
obtidas por cada método, foram decompostas pela SVD. Os valores singulares de cada uma
dessas projecdes sdo mostrados no grafico de barras da Figura 4.4.

Como se pode verificar na Figura 4.4, pela metodologia MOESP é, praticamente, impossivel
determinar a ordem do sistema. Pois, a magnitude dos valores singulares sdo bem préximas, di-
ficultando a andlise. Por outro lado, o método MOESP-PI apresenta uma mudanga significativa
no padrao dos valores singulares, o que facilita a determinagdo da ordem do sistema. Como foi
mencionado na Segédo 3.6, na prética, a ordem do sistema é dada pelos valores singulares mais
significativos, que neste caso sdo os dois primeiros. Portanto, o sistema é de segunda ordem, o
que era de se esperar. Um outro ponto importante é que apesar da melhora apresentada pelo
MOESP-P], verifica-se na Figura 4.4 que os valores singulares de maior magnitude sdo apre-
sentados pelo MOESP-PO. Para facilitar a visualizagdo da diferenca do segundo valor singular
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para o terceiro é apresentado na Figura 3.9 vetores da diferenca entre esses valores singulares.

|
800 Bl MOESP-PO| |
Comparagio: I MOESP-PI
500 I I ElMOESP |

Valores singulares
N
<
<

Figura 4.4: Comparagdo dos valores singulares estimados pelos métodos MOESP, MOESP-PI
e MOESP-PO para a determinacdo da ordem do sistema. O
Exemplo 4.6.2. A fim de comparar a robustez dos métodos MOESP, MOESP-PI e MOESP-PO
quando sujeitos a ruido de processo e medigdo, foram geradas 100 sequéncias de ruido vy,
por meio do filtro apresentado na equacao (3.35), e 100 de ruido wy, branco com média nula e
desvio padrado unitario. Os algoritmos foram testados 100 vezes para cada realiza¢do de ruido
de processo e medigdo, gerados e adicionados ao sistema representado em (3.24)-(3.25). De
cada realizacdo, foram obtidas 500 amostras, em que 400 foram utilizadas para identificagao
e 100 para validagdo. Foi mantida a relacdo sinal ruido de (02/02) ~ 70. Os algoritmos de
identificagdo MOESP, MOESP-PI e MOESP-PO foram aplicados nessas massas de dados. A
Figura 4.5 mostra a validagdo por simulacéo livre dos modelos estimados para cada uma das
100 realizag¢oes de ruido. Como pode-se verificar, os modelos estimados acompanharam bem a
dinamica do sistema e, praticamente, ndo se consegue distinguir o desempenho dos mesmos.
Entretanto, percebe-se, de forma sutil, que o desempenho dos modelos em verde (MOESP-PI)
e azul (MOESP-PO) sdo levemente superiores ao em vermelho (MOESP).

80 _
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-20

40

-60 | | I I I | | I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.5: Validacao por simulagdo livre dos modelos obtidos para o circuito RLC. (-) em
preto, saida do sistema em volts. (-) em vermelho, saida estimada pelo MOESP. (-) em verde,
saida estimada pelo MOESP-PL. (-) em azul, saida estimada pelo MOESP-PO.
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Apesar de ndo haverem diferengas significativas dos desempenhos dos métodos nas vali-
dagdes dinamicas, verifica-se por meio da Figura 4.6 que o método MOESP produz estimativas
polarizadas dos autovalores da matriz A do circuito RLC, o que ndo ocorre com o método
MOESP-PI e, em menor grau, ocorre com o MOESP-PO. Nesse caso, fica evidente que ao se
utilizarem as varidveis instrumentais de PI e PO hd uma redugdo no efeito da polarizacao.
Entretanto, percebe-se claramente o dilema polarizagdo/variancia, no caso do uso das varidveis
instrumentais de PI.

\
0.2 -

0.8
0.16

[=)]

[u]

£ 0141
0121 .

0.08 -

0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1
Real

Figura 4.6: Comparacao dos autovalores estimados com o autovalor original da matriz A do
circuito RLC para 100 realiza¢des de ruido de medigdo colorido. (x) MOESP, (A) MOESP-P, (o)
MOESP-PO, (+) autovalor original do sistema.

A fim de quantificar e comparar o desempenho dos métodos MOESP, MOESP-PI e MOESP-
PO com relagdo a validagdo dindmica e a estimagdo dos autovalores da matriz A, propde-se o
uso das Figuras 4.7 e 4.8.

Na Figura 4.7 o erro ao estimar os autovalores da matriz A é dado pelo valor absoluto da
distancia entre o autovalor real A e o estimado A, para cada uma das 100 realizacdes de ruido
geradas. Para cada uma dessas realizagdes de ruido foi plotado o erro de um método pelo erro
do outro. Assim, quanto maior o erro ao estimar o autovalor de A maior serd o nimero de
pontos acima ou abaixo da linha vermelha, que divide o plano cartesiano em duas regides, uma
para cada método, como pode ser visto nas Figuras 4.7 (a), (c) e (e). A direita nas Figuras 4.7
(b), (d) e (f) sdo mostrados os histogramas dos respectivos erros de cada método. De acordo
com os resultados apresentados na Figura 4.7, pode-se considerar que o método MOESP-PO é
o mais indicado quando o sistema esta sujeito a ruido de medigdo e de processo.

Por outro lado, na Figura 4.8 foram comparados os indices RMSE das séries temporais,
obtidas para cada uma das realiza¢des de ruido. Assim, quanto maior for o indice RMSE pior
serd o desempenho do estimador. Dessa forma, seguindo o mesmo procedimento adotado na
Figura 4.7, nas Figuras 4.8 (a), (c) e (e) quanto maior o nimero de pontos correspondentes a um
método, abaixo ou acima da linha vermelha, pior serd seu desempenho em relacdo ao outro.
Também, nas Figuras 4.8 (b), (d) e (f) sdo apresentados os histogramas dos indices RMSE para
cada um dos métodos, para as 100 realiza¢des de ruido geradas. Nesse caso, pode-se perceber
que os métodos MOESP-PI e MOESP-PO sdo, de longe, melhores que o método MOESP, devido
ao tratamento dado por esses métodos ao ruido presente nos dados. Ao comparar os métodos
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MOESP-PI e MOESP-PO, apesar do método MOESP-PO aparentar desempenho superior, ndo se
pode afirmar que tal método é muito superior ao outro. Pois, como observa-se nos histogramas
das Figuras 4.8 (d) e (f), os desempenhos desses métodos sdo estatisticamente equivalentes.

Para finalizar este exemplo, os resultados apresentados nas Figuras 4.7 e 4.8 sdo resumidos
na Tabela 4.6.2.
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Figura 4.7: Comparagao dos métodos por meio do erro de estimagao dos autovalores do circuito
RLC para 100 relaiza¢des de ruido.(a) MOESP (eixo-x) versus MOESP-PI (eixo-y). MOESP-PI
é a melhor escolha em 98% do casos. (b) Histograma do erro de estimagdo do autovalor para
o MOESP. (c) MOESP (eixo-x) versus MOESP-PO (eixo-y). MOESP-PO é a melhor escolha
em 100% do casos. (d) Histograma do erro de estimagdo do autovalor para o MOESP-PI. (e)
MOESP-PI (eixo-x) versus MOESP-PO (eixo-y). MOESP-PO é a melhor escolha em 75% do
casos. (f) Histograma do erro de estimagdo do autovalor para o MOESP-PO.
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Figura 4.8: Comparagao dos métodos por meio do RMSE das séries temporais do circuito RLC
para 100 relaiza¢des de ruido.(a) MOESP (eixo-x) versus MOESP-PI (eixo-y). MOESP-PI é a
melhor escolha em 88% do casos. (b) Histograma do RMSE para o MOESP. (c) MOESP (eixo-x)
versus MOESP-PO (eixo-y). MOESP-PO é a melhor escolha em 93% do casos. (d) Histograma
do RMSE para o MOESP-PI. (e) MOESP-PI (eixo-x) versus MOESP-PO (eixo-y). MOESP-PO é
a melhor escolha em 70% do casos. (f) Histograma do RMSE para o MOESP-PO.

Tabela 4.1: Quadro comparando o desempenho dos métodos em relagdo ao erro ao
estimar os autovalores da matriz A do circuito RLC e com relagdo ao indice RMSE.

> MOESP MOESP-PI MOESP-PO
Erro Autovalor (%) | RMSE (%) | Erro Autovalor (%) | RMSE (%) | Erro Autovalor (%) | RMSE (%)
MOESP * % A * % A 98 88 100 93
MOESP-PI 2 12 ® % k%t * % %% 75 70
MOESP-PO 0 7 25 30 * %k * % %%
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4.7 Consideragoes Finais

Neste capitulo foi apresentado o método de identificagdo por subespagos para sistemas
estocdsticos. Buscou-se, de alguma forma, relacionar os conceitos apresentados no Capitulo 3
com os apresentados neste capitulo. Mostrou-se que quando o ruido de processo e medigdo
é branco, o método estocdstico se resume ao método deterministico. Contudo, quando ruido
colorido é adicionado ao sistema, pode-se langar mao do método de varidveis instrumentais,
para que o estimador ndo seja polarizado. Por fim, dois algoritmos baseados em varidvel de
instrumentos foram apresentados.






Capitulo 5

Resultados

“O homem é como uma fungdo, cujo numerador é o que ele é e cujo
denominador é o que ele pensa dele mesmo. Quanto maior o denominador,
menor a fragdo.”

L. N. Tolst6i

5.1 Introducgao

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos na identificagdo de dois sistemas
experimentais e um simulado. Os sistemas experimentais sob estudo sdo: planta de bombea-
mento de agua ( , ) e planta de flotagdo em coluna. O sistema simulado trata-se
um motor de corrente continua com campo constante. Os resultados obtidos pelos métodos
de identificacdo por subespacos (SIM!) para estes sistemas sdo comparados com resultados
obtidos usando outras técnicas.

5.2 Motor de Corrente Continua (CC)

Nesta se¢éo, serd realizada a identificagdo de um motor de corrente continua com corrente de
campo constante. Para este propésito utilizou-se duas metodologias distintas: a de subespacos
com os algoritmos MOESP-PI e MOESP-PO e a de predigdo de erro com o MQE. A modelagem
pelas relacdes fisicas do motor de corrente continua apresentados neste estudo de caso foram
obtidos de ( ). A Figura 5.1 apresenta o diagrama esquematico do motor
de corrente continua.

Do inglés, Subspace Identification Methods.
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Figura 5.1: Diagrama esquemético do motor de corrente continua. Adaptado de (

, 2004).

O motor de corrente continua é um dispositivo eletromecanico constituido por um conjunto
de espiras conectadas em série, dispostas em forma circular formando uma bobina condutora,
com liberdade de movimento rotacional em torno de seu eixo e um par de pélos magnéticos
permanente ou produzidos por corrente constante, com o contorno interno também circular,
e raio um pouco maior que o da bobina, de tal forma que as linhas de campo sejam sempre
ortogonais a qualquer tangente a circunferéncia que delimita a bobina. Nesta configuragao,
pretende-se garantir que as linhas de campo que cruzam qualquer espira estejam na direcdo
radial, ou seja, no plano de rotagao, o vetor velocidade é ortogonal ao vetor indugdo magnética.
A bobina é enrolada sobre um ntcleo de ferro cilindrico denominado rotor ou armadura cujo
eixo estard submetido a um torque proporcional a uma determinada corrente elétrica que
circula na bobina. O torque transferido ao eixo produz um movimento circular o qual, em
contra partida, produz na bobina uma tensdo elétrica denominada forga contra-eletromotriz
que é proporcional a sua velocidade angular ( , ; , )-
Considerando que a bobina pode ser modelada como um resistor e um indutor em série e sendo
0(t) o deslocamento angular do rotor com um momento de inércia J, que é submetido a um
atrito viscoso rotacional com coeficiente b, 0o modelo do motor CC pode ser escrito na forma

L%(t) + Ri(t) = V(t) — Kw(t), (5.1)
dw . do
]E(t) + bw(t) = Ki(t), w(t) = E(t)' (5.2)
escolhendo se devidamente as condi¢des iniciais 6(0), w(0) e i(0), define-se as seguintes varidveis

i(t)
x(t) = | w(t) |, y(f)%[
o(t)

i(t) A
, t)y=| V(@) |- 5.3
w(t)] u(t) £ [ V) | (5.3)
A representacdo em espago de estados, em tempo continuo, do sistema apresentado na
Figura 5.1 é apresentada nas equagoes (5.4) e (5.5).
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~R/L -K/L 0 1/L
W =| K/J =b/J 0 |x®)+| 0 |u@). (5.4)
0 1 0 0
100 0
y(t):[ - 0]x(t)+ O]u(t). (5.5)

este modelo é de ordem n = 3 e permite obter a corrente de armadura, a velocidade angular
e o deslocamento angular do rotor. Neste estudo de caso o interesse é apenas na corrente de
armadura (i(t)) e a velocidade angular (w(t)) do rotor. Portanto, o modelo pode ter sua ordem
reduzida para dois, tendo em vista que as equagdes (5.1) e (5.2) que definem estas varidveis
ndo dependem explicitamente do deslocamento angular. Contudo, nos testes realizados para
obter os dados de identificagdo manteve-se o modelo apresentado em (5.4) e (5.5) e aquisitou-se
apenas os sinais de i(t) e w(t). Os pardmetros de simulagdo foram obtidos de testes realizados
por ( ), e estes foram R = 333 Q,L = 456 mH, K = 0,0332 Vs,
b = 459 10~ Nms e ] = 496 107> Kgm2. Discretizou-se o sistema com uma taxa de
amostragem de Ts = 0,01 s.

5.2.1 Testes para Identificacao

Do ensaio ao degrau, obteve-se a constante de tempo dominante de aproximadamente
T = 0,1s. De posse da constante de tempo dominante, escolheu-se a frequéncia de amostragem
(fa) do sistema igual a 10 vezes a maior frequéncia de interesse (f;) contida nos dados. Assim,
a f; escolhida é de 100Hz. Para excitar a dinamica do sistema projetou-se um sinal PRBS com
sequéncia m igual a 8 e 16 bits. Utilizando as fungdes de autocorrelagdo verificou-se que nao
haveria necessidade de decimar o sinal. Os sinais utilizados para identificagdo sdo mostrados
na Figura 5.2.

5.2.2 Identificacdo do Sistema

Os modelos foram obtidos por meio dos algoritmos MOESP-PI, MOESP-PO e MQE. Para
os métodos MOESP-PI e MOESP-PO, definiu-se a ordem dos modelos por meio da anélise dos
valores singulares, seguindo as diretivas apresentadas na Segdo 4.3. Desse modo verificou-
se que os modelos seriam de segunda ordem. Nos modelos polinomiais ARMAX, deve-se
encontrar um modelo P para cada saida, ou seja, P; para y; e P> para y,. Primeiramente
foram gerados todos os termos candidatos. A fim de se realizar uma comparagdo direta com
os algoritmos de subespagos MOESP-PI e MOESP-PO, definiu-se os maximos atrasos para u
e e (termo de ruido) em P; e P>, para y; em P; e para y, em P, de 2 atrasos. O ntimero
de iteragdes de ruido foi igual a 10. Definiu-se o niimero de termos a serem considerados no
modelo pelo critério informagdo de Akaike ( , ). Por fim, estimou-se os parametros
para cada modelo utilizando o MQE.

Os parametros dos modelos obtidos pelos métodos de subespagos e de predi¢do de erro ndo
sdo aqui apresentados, pois, a ideia é somente comparar o desempenho dos diferentes métodos
de estimacdo linear.
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Figura 5.2: Dados de identificacdo do motor CC.(a) sinal PRBS aplicado a entrada uy, (b) 1 -
sinal de saida correspondente a corrente de armadura e (c) y, - sinal de saida correspondente a
velocidade angular do rotor.

5.2.3 Valida¢ao dos Modelos

A Figura 5.3 mostra parte da simulagéo livre do modelos obtidos. Como pode ser observado,
os modelos conseguiram acompanhar bem o comportamento dindmico do sistema. Na Figura
5.4 pode-se verificar que o desempenho dos métodos foram equivalentes.
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Figura 5.3: Validacdo por simulacdo livre do modelos obtidos para o motor de corrente
continua. (a) y; - corrente de armadura e (b) y» - velocidade angular do rotor. (-) em verde,
dados estimados pelo MQE, (-) em azul, dados estimados pelo MOESP-P], (-) em preto, dados
estimados pelo MOESP-PO e (-) em vermelho, dados experimentais.
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Figura 5.4: Gréfico do logaritmico do erro de ajuste dos modelos aos dados. (a) y; - corrente
de armadura e (b) y; - velocidade angular do rotor. (-) em verde, dados estimados pelo MQE,
(-) em azul, dados estimados pelo MOESP-PI e (-) em preto, dados estimados pelo MOESP-PO.

Para analisar a qualidade dos modelos obtidos, por cada um dos algoritmos, utilizou-se os
indices RMSE e VAF. Tais indices sdo apresentados na Tabela 5.1 em conjunto com o tempo total
de estimacdo dos parametros e com o niimero de termos de processo de cada modelo.

Tabela 5.1: Comparagéo entre os modelos obtidos para o motor CC.

Algoritmo | NT | RMSE | VAF | Ttot(s)
wor  [niaom s
MOESP-PI z; 16 8‘;’; ggg? 0,036
MOESP-PO z; 16 8‘;’3 gz;gg 0,036

NT - nimero de termos de processo.

Ttot(s) - tempo total requerido, em segundos, para que o MATLAB execute a estimagéo dos pardmetros do modelo em questéo.

Nota-se que o melhor desempenho em termos de ajuste aos dados experimentais, pelos
indices RMSE e VAF, foram dados pelo MQE em primeiro lugar, seguido pelo MOESP-PI e, por
altimo, pelo MOESP-PO. Contudo, a diferenca entre eles é minima, ficando dificil caracterizar
o melhor. Por outro lado, com relagdo ao Ttot(s), o desempenho dos métodos de subespagos
MOESP-PI e MOESP-PO foi pouco menor que o de predi¢do de erro (MQE), mesmo levando
em conta que o NT do MQE é menor que dos métodos de subespagos MOESP-PI e MOESP-PO.
Isso ja era de se esperar, pois os métodos de subespagos que utilizam varidveis instrumentais
(VI) ndo sdo iterativos (ndo realizam itera¢des de ruido como no MQE).
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5.3 Planta de Bombeamento de Agua

O sistema em estudo foi projetado para a realizagdo de testes que permitem a medicao
e controle da vazdo de dgua, bem como suas respectivas pressdes internas. Um diagrama
esquematico de tal aparato experimental é mostrada na Figura 5.5.

As duas motobombas (MB 1 e MB 2), com motores de 20 cv, sdo responséveis pela suc¢do
da 4gua do reservatério 1 para os dutos de escoamento. Cada motobomba é acionada por um
inversor de frequéncia. Durante a realizagdo dos testes para identificagdo, acionou-se apenas a
MB 2. Como pode ser observado, a d4gua é succionada do reservatdrio 1 para o reservatorio 2.
Deve-se ressaltar que, também, hd um fluxo de 4gua de um reservatoério para o outro. Foram
instalados dois sensores: um sensor eletromagnético e o outro piezoresistivo, os quais sdo
responsadveis por mensurar a vazao e a pressio, respectivamente.

Sensor de Sensor de
Pressao Vazao
I Q ~

l‘A‘—

L3
*
<

Figura 5.5: Esquematico do sistema de bombeamento de dgua. MB 1 e MB 2 sdo as motobombas
1 e 2, respectivamente.

5.3.1 Testes para a Identificacao

O inversor de frequéncia foi utilizado na configuragdo escalar, ou seja, relagdo tensao-
frequéncia (V/F) constante. Essa relagdo V/F varia linearmente com um sinal continuo de
entrada que excursiona de 0V a 5V. Assim, estabelece-se o sinal de entrada do inversor como a
entrada u do sistema.

Os sinais de saida dos sensores de vazao e pressdo variam de 4 a 20mA. Eles sdo devidamente
condicionados de forma que excursionem de -10V a 10V. Esses sinais foram escolhidos como



5.3 Planta de Bombeamento de Agua 65

sinas de saida da planta, sendo, y; o sinal de vazao e y; o sinal de pressdo. Os dados de entrada
e saidas foram coletados por meio de uma placa de aquisicdo de dados National Instruments,
modelo NI USB-6008. A placa de aquisigdo de dados utilizada possui oito entradas analégicas
que trabalham na faixa de -10V a 10V e duas saidas analégicas que trabalham na faixa de 0V a
5V. Para os ensaios ao degrau e de excitagdo aleatéria da planta, foi configurado em ambiente
LabView 9.0 um sistema supervisorio responsavel pela especificacdo da geragdo e coleta dos
sinais de entrada e saidas, respectivamente.

O ensaio ao degrau do sistema foi realizado excursionando numa faixa de operacdo de
3V a 5V. A constante de tempo dominante obtida foi de aproximadamente 7s. De posse da
constante de tempo, pode-se escolher a frequéncia de amostragem (f;) do sistema. Na prética,
fa ¢ normalmente escolhida de 5 a 10 vezes maior do que a maior frequéncia de interesse (fs)
contida nos dados. Assim, a f, escolhida é de 20Hz. Optou-se por superamostrar os dados
medidos, pois, se necessario, pode-se decimar o sinal antes da identificagdo.

Projetou-se, assim, um sinal de entrada com caracteristica aleatéria. Sendo que, cada pa-
tamar do sinal de excitagdo (aleatério) é mantido por pelo menos 8 segundos. Esse ensaio é
realizado por um periodo de 40 minutos, resultando num total de 48000 amostras. A massa de
dados é dividida, sendo 25000 amostras utilizadas para a identificacdo e as 23000 amostras res-
tantes, utilizadas para a validag¢do. Os dados de entrada e saidas utilizados para a identificagdo,
devidamente decimados, podem ser vistos na Figura 5.6.
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Figura 5.6: Dados de identificacdo da planta de bombeamento de dgua. (a) sinal aleatério de

comando do inversor em volts, (b) sinal de saida em volts correspondente & vazao, (c) sinal de
saida em volts correspondente a pressao.

5.3.2 Identificacdo do Sistema

De posse dos dados do ensaio de excitagdo aleatdria, o passo seguinte é realizar a identifica-
¢do do sistema. A identificagdo é realizada por dois métodos, o de identificacdo por subespacos
com o algoritmo robusto combinado (ARC) e o de predi¢do de erro com o minimos quadrados
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estendido (MQE). Detalhes sobre o0 ARC, que é uma versdo mais robusta” do algoritmo N4SID,
podem ser encontrados em ( ; ) e, sobre 0 MQE podem ser vistos
em ( , ).

Conforme descrito nos Capitulos 3 e 4, uma das vantagens do SIM é que ndo ha necessidade
de encontrar um modelo para cada saida (vazdo e pressdo). Uma outra vantagem é que os SIM
ndo necessitam de muitos pardmetros de inicializagdo. O tinico pardmetro de inicializa¢do que
se deve determinar é a ordem do modelo. Sendo assim, ap6s algumas simulag¢des variando a
ordem do sistema, escolheu-se o modelo de quarta ordem, pois foi a representacdo que melhor
se adaptou aos dados de acordo com o indice RMSE.

O ARC produz um modelo linear (2.1) - (2.2) com parametros:

080 029 0,06 -0,07
-020 0,77 006 023
-0,13 004 076 004 |

005 -0,10 -0,03 095

-0,26
-0,28
—-0,06 |’
-0,03

Co -0,26 0,08 0,18 -0,05
| =026 0,18 -0,19 -0,04 |

D= [ —0.02 ] (5.6)

B =

-0,01

Nos modelos polinomiais lineares (ARMAX?®) e ndo-lineares (NARMAX*), ao contrario dos
SIM, é necessdrio encontrar um modelo () para cada saida, ou seja, ¥1 para y; e #> para y».
Levando isso em consideragdo, as etapas para a identificacdo da planta de bombeamento de
agua, utilizando o algoritmo MQE, foram feitas da seguinte maneira:

e Primeiramente, foram gerados modelos com todos os termos candidatos, ou seja, foi
necessario definir os possiveis regressores de processo (entrada e saida) e de ruido que
foram inclusos. Sendo assim, com o intuito de se realizar uma comparagdo direta dos
modelos estimados pelo MQE com o ARC, definiu-se para os modelos ARMAX e NAR-
MAX uma ordem igual a 4, em ambos os subsistemas, #; e ¥5. Para o sistema ARMAX
os maximos atrasos da entrada (1) foram definidos em 11, para o subsistema ¥, e 15,
para o subsistema %>, os maximos atrasos do termo de ruido (e) foram definidos como 9,
em 71 e 3. No sistema NARMAX definiu-se o grau de nao-linearidade igual a 2, uma
vez que para o sistema em estudo ndo foram notadas grandes diferengas para graus de
ndo-linearidade maiores. Dessa forma, os méximos atrasos dos regressores de entrada
(#) e de ruido (e) ficaram definidos como 4 em ambos os subsistemas, 1 e 7.

ZRobusta no sentido de ter sido aplicada a diversos processos industriais e ser computacionalmente
mais eficiente que o N4SID ( , Jpp- 123].

Do inglés, Auto-Regressive with Movie Average and eXogenous inputs.

*Do inglés, Non-linear Auto-Regressive with Movie Average and eXogenous inputs.
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e Por conseguinte, de posse da estrutura dos modelos (ARMAX e NARMAX) com os
termos candidatos, utilizou-se o critério de informagio de Akaike (AIC) ( , )
em conjunto com o critério da taxa de redugio de erro (ERR”)( , ) para definir
o numero de regressores e quais regressores seriam mais adequados para descrever o
sistema de bombeamento de dgua. O AIC verifica o nimero de termos adequados que
melhor explica o sistema em questdo. J4 o ERR permite quantificar a importancia de cada
regressor individualmente. Desta maneira, foram inclusos os regressores de maior ERR
dentre o conjunto de termos candidatos. E importante mencionar que o ERR foi aplicado
simultaneamente com a etapa de estimagdo dos parametros.

e Por fim, na etapa de estimacdo de parametros o algoritmo selecionado, como mencionado
anteriormente, foi o MQE. Dessa forma, o ntimero de itera¢des de ruido, tanto para o
modelo ARMAX quanto para o modelo NARMAYX, ficou definido como 5 para ¥ e 55
para #>. Como o algoritmo MQE nédo é o foco deste trabalho e por questdes préticas,
os parametros dos modelos ARX e NARX, desconsiderando o termo MA, ndo sdo aqui
apresentados.

e Depois que os parametros dos modelos foram estimados, verificou-se se os modelos
identificados descreviam adequadamente os dados do sistema. Para isso, utilizou-se
de testes de validagdes dindmicas por simulagoes livres, validagdes quantitativas dos
desempenhos dos modelos utilizando o indice RMSE ° e testes de validagdes estatisticas
que se utilizam de fung¢des de correlagdo. Todos estes tipos de validagdes mencionadas,
serdo apresentadas na Sec¢do 5.3.3.

5.3.3 Valida¢ao dos Modelos

Para facilitar a visualizacdo do ajuste dos algoritmos, parte da simulagao livre dos modelos
lineares, para as duas saidas, é mostrada na Figura 5.7. Verifica-se que esses modelos nao
conseguem chegar aos picos. Isso se deve ao fato dos ganhos dos sistemas lineares serem fixos.

Contudo, verifica-se que o ARC e o MQE modelam alguns aspectos do comportamento
dinamico do sistema.

Também é utilizada, na validagdo, a autocorrelagao dos residuos (rs¢) e a correlagdo cruzada
dos residuos com a entrada (r¢,), para os modelos ¥7 e 2 (ARMAX) obtidos pelo MQE, como
mostrado na Figura 5.8. Deve-se destacar que nao é realizada a andlise dos residuos para o
ARC, pois, nesse algoritmo, ndo hd modelo de ruido que garanta que os residuos sejam brancos.
Nessa perspectiva, ndo seria interessante comparar o ARC com o MQE. Contudo, a analise dos
residuos do MQE-ARMAX serve para indicar se hd ou ndo informacédo contida nos dados que
os modelos ndo explicam.

Do ingleés, error reduction ratio.
6Raiz do Erro Médio Quadratico.
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Figura 5.7: Validacao dindmica para os modelos lineares obtidos para a planta de bombeamento

dedgua. (a) y1 - vazdo e (b) y - pressdo. (—) dados experimentais de saida, (——) dados estimados
pelo MQE-ARX e (—-) dados estimados pelo ARC.

atrasos
’ (b)

atrasos

Figura 5.8: Autocorrelagdo dos residuos e correlagio cruzada dos residuos com a entrada dos
modelos ARMAX (obtidos pelo MQE). (a) 1 e (b) 2. Tem-se que (=) re(7), (=) reu(t) € (- -)
intervalo de confianca de 95%.

Dessa andlise estatistica, na Figura 5.8a, percebe-se que os residuos do modelo #1 possuem
uma pequena correlagdo no atraso 7 = 5, isso indica que os estimadores estdo levemente
polarizados, pois os residuos nado sdo totalmente brancos. Essa polariza¢do é passivel de ser
retirada com o aumento da ordem do modelo. Entretanto, para fins de comparagdo com o ARC
manteve-se a ordem igual a 4. Verifica-se que apesar dessa polarizagdo, o modelo #; consegue
acompanhar os dados do sistema, com limita¢des; veja Figura 5.7. Na Figura 5.7b, pode-se
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notar que um pico positivo e um negativo aparecem durante o ensaio. Esses picos ndo podem
ser modelados pelos algoritmos (ARC e MQE), pois eles ndo sdo resultantes da excitagdo de
entrada. Supde-se que ao succionar a d4gua do reservatorio 1, massas de ar também passam pela
tubulagdo, ocasionando esses eventos. Vale destacar que esses picos aparecem durante todo o
ensaio; veja Figura 5.6.

A andlise dos resultados dos modelos lineares leva a hipétese de que possivelmente o
processo seja ndo-linear, a tal ponto de impedir um bom ajuste por parte dos modelos lineares.
Para testar essa hipétese, modelos NARMAX, foram obtidos. Para avaliar a qualidade dos
modelos obtidos, por cada algoritmo, usa-se o indice conhecido como RMSE’. Os valores do
RMSE para os modelos de vazao e os de pressdo, estdo mostrados na Tabela 5.2. Nessa andlise
os termos de ruido (MA) sdo desconsiderados.

Tabela 5.2: Comparagédo entre os modelos obtidos para a planta de bombeamento de dgua.

Algoritmo | NT | RMSE | Ttot(s)

Ll 6 [ 082 |
MOE v | 6 | 0,92
Npp] 10 061 by sy
v | 9 | 091 |
" 0,64
ARC | L =130 oy 028

L - linear - ARX e em espago de estados.

NL - nado-linear - NARX.

NT - nimero de termos de processo.

Ttot(s) - tempo total requerido para estimagéo em segundos.

Como pode ser visto, a redugdo dos valores de RMSE dos modelos nado-lineares é despre-
zivel. O que leva a rejei¢do da hipdtese de que os dados sejam ndo-lineares, ou a0 menos com
ndo-linearidades representaveis por modelos com grau de ndo-linearidade até 3. Essa constata-
¢do reforca as observagoes feitas anteriormente sobre certos “saltos” nos sinais medidos. Uma
outra andlise, por meio de correlagdes nao-lineares (rg:2 e 7:2;2), dos modelos ARMAX, é rea-
lizada para verificar possiveis ndo-linearidades nos dados. Constata-se, por meio das Figuras
5.9 e 5.10 que os residuos dos modelos ndo apresentam correlagdes nao-lineares significativas.
Sendo assim, os modelos lineares obtidos pelo ARC e MQE modelaram a parte explicdvel con-
tida nos dados. No presente momento, ainda néo se sabe a origem de tais “saltos”. Como o
estudo proposto é de carater comparativo, julga-se que tais caracteristicas ndo sejam um im-
pedimento. Em trabalhos posteriores, contudo, a origem desses fendmenos deve ser melhor
compreendida.

Da Tabela 5.2 observa-se, também, que os modelos obtidos por MQE e pelo SIM possuem
desempenho préximo. Apesar do ntiimero de termos do ARC ser maior, o tempo de simu-
lagdo total (Ttot) é cerca de 74% do tempo do MQE-ARMAX e cerca de 18% do tempo do
MQE-NARMAX. Dessa andlise, verifica-se que o tempo requerido pelo ARC para estimar os
parametros do modelo em espago de estados é menor do que o MQE, pois ele ndo é iterativo.
A andlise do tempo de estimagdo dos parametros, pelos algoritmos, foi realizada por meio das
funcdes tic e toc do MATLAB®,

"RMSE - Erro Médio Quadrético.
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Figura 5.9: Autocorrelagdes nao-lineares dos residuos do modelo ARMAX obtido pelo MQE

para F1. (a) rz22(7) e (b) 72:2(7). (- -) intervalo de confianca de 95%.
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Figura 5.10: Autocorrelagdes nao-lineares dos residuos do modelo ARMAX obtido pelo MQE
para %3. (a) rz22(7) e (b) 72:2(7). (- -) intervalo de confianca de 95%.
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5.4 Planta Piloto de Flotacao em Coluna

O sistema a ser identificado nesta secdo trata-se de uma planta piloto de flotagdo em coluna
instalada na Usina Piloto de Tratamento de Minérios da Supervisao de Processos do CDTN ®.
Esse sistema foi investigado no trabalho de ( ). Em ( ) sdo aplicadas
técnicas de identificagdo de sistemas dindmicos ndo-lineares na obten¢ao de modelos NARMAX
polinomiais multivaridveis.

O objetivo deste estudo de caso é realizar uma comparacdo direta entre as performances
dos modelos multivaridveis obtidos pelos métodos de predi¢do de erro (PE) e pelos métodos
de subespacos (SIM). Vale salientar que os algoritmos de identificagdo multivariavel por MQE
foram fornecidos por ( , ). Uma breve discussdo a respeito desses algoritmos sera
realizada mais adiante.

A flotagdo em coluna é um processo de filtragem pelo qual diferentes particulas minerais
sdo separadas. Tal separacao se faz com o uso de reagentes que tornam determinadas particulas
hidrofilicas, ao passo que outras ficam hidrofébicas. No corpo da coluna existe ar, que é injetado
nabase da mesma. Esse ar flui para o topo da coluna e arrasta consigo as particulas hidrofébicas,
deixando para tras as hidrofilicas ( , )- A esse material, bolhas de ar mais particulas
hidrofébicas, dd-se o nome de flotado, as particulas hidrofilicas sdo chamadas de ndo-flotado. No
topo da coluna, em func¢do dos reagentes, forma-se uma camada de espuma cuja altura é de
grande importancia para a correta operagdo da mesma. Outra varidvel importante é a fragdo
volumétrica de ar injetado na coluna. Essa varidvel é chamada de hold up. Ainda, hd outras
varidveis importantes em um processo de flotagdo em coluna, no entanto é mais comum, para
garantir uma boa operacao desse processo, controlar o hold up e a altura da camada de espuma

( , 2007).

A planta piloto, utilizada neste exemplo, é formada por uma coluna construida em material
acrilico transparente, possui duas polegadas de didmetro e 7,2 metros de altura. A Figura 5.11
ilustra como é feito um processo de filtragem por flotagdo em coluna. Perto da base da coluna
é injetado ar livre de contaminagdes, como particulas sélidas ou 6leo. Na segdo central (segdo
de concentra¢do) é bombeada a polpa de minério, que é basicamente p6é de minério misturado
com agua e certos reagentes quimicos. Nesta se¢do ocorre o contato efetivo entre as particulas
hidrofébicas e as bolhas de ar ascendentes, de forma que estas particulas se aderem as bolhas
de ar. Finalmente, no topo da coluna é jogada dgua, com intuito de “lavar” o material flotado
que deixa a coluna. O flotado é normalmente descarregado por transbordo, enquanto que o
nao-flotado é geralmente descarregado por bombeamento ou por efeito de gravidade, com a
vazao regulada por meio de uma valvula ( , ; , ).

8Centro de Desenvolvimento de Tecnologia Nuclear.
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AGUA DE LAVAGEM
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Figura 5.11: Representagdo esquemadtica de uma coluna de flotacdo. Retirado de ( ,

)-

As varidveis de entradas e saidas dos modelos obtidos dos ensaios de identificagdo da planta
de flotacdo, foram definidas em func¢do da operacdo da coluna, bem como da instrumentacao
disponivel. Assim, as varidveis definidas por ( , ) foram as seguintes:

e Entradas:
uq: sinal de controle de velocidade da bomba do néo flotado;
up: vazao de dgua de lavagem;

us: vazdo de alimentacao de ar.

e Saidas:
Y1: pressdo no ponto superior na se¢ao de concentragao;

Y2: pressdo no ponto inferior na se¢do de concentragéo.

Com relagdo as variaveis de saida, como mencionado anteriormente, o ideal seria ter um
modelo que fornecesse como saidas a altura da coluna de espuma e o hold up. Mas, como tais
varidveis ndo sdo medidas diretamente com facilidade e precisdo, ao invés de mensura-las, é
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comum medir a pressdo em dois pontos distintos da coluna, na se¢do de concentragdo e a partir
desta medigdo obter a altura da camada de espuma e o hold up.

Um exemplo de um processo de filtragem por coluna de flotacdo é a separacado da silica do
minério, o flotado é a silica enquanto que o minério é o nao flotado. Nos resultados apresentados
aqui foram utilizados dgua, ao invés de polpa de minério, e apenas espumante (Flotanol), como
reagente quimico do processo ( , )-

5.4.1 Testes para a Identificacao

O teste de identificagdo foi realizado com uma vazao constante de flotanol de 1230 ml/min,
com 1% de concentragido. Os sinais de entrada de velocidade da bomba de néo flotado e vazao
de 4gua foram gerados aleatoriamente, mantendo-se um patamar constante por quatro minutos.
O sinal de vazdo de ar ndo foi manipulado, as varia¢des de patamares foram consequéncias da
linha de ar que serve a diversos processos ( , ). Os sinais de entrada do teste de
identificacdo da planta piloto podem ser vistos na Figura 5.12.

Os valores dos dados das saidas, correspondentes a pressdao nos dois pontos da coluna,
podem ser vistos na Figura 5.13. Ainda, vale mencionar que estes dados foram coletados a
uma taxa de amostragem de 0,5 Hz e, posteriormente, decimados por um fator de 18. Também,
foi utilizado um outro teste dindmico, para validagdo dos modelos estimados, obtido em um
dia posterior e realizado em condi¢des de operacdo semelhantes ao primeiro teste. Os dados
de entrada e saida, obtidos do teste de validagdo, podem ser vistos na Figuras 5.14 e 5.15,
respectivamente.

|
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Figura 5.12: Teste de identificagdo da planta piloto de flotagdo em coluna, sinais de entrada.
Dados fornecidos por ( , ). Sinais de entrada: (a) velocidade da bomba de néo flotado
(u1(k)), (b) vazdo da dgua de lavagem (u2(k)) e (c) vazdo de ar (us(k)).
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Figura 5.13: Teste de identificagdo da planta piloto de flotagdo em coluna, sinais de saida.
Dados fornecidos por ( , ). Sinais de saida, pressdes da segdo de concentragdo da
coluna: (a) ponto superior (y1(k)) e (b) ponto inferior(yz(k)).
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Figura 5.14: Teste de validagdo da planta piloto de flotacdo em coluna, sinais de entrada.
Dados fornecidos por ( , ). Sinais de entrada: (a) velocidade da bomba de nao
flotado (u1(k)), (b) vazdo da dgua de lavagem (u3(k)) e (c) vazdo de ar (u3(k)).
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Figura 5.15: Teste de validacdo da planta piloto de flotagdo em coluna, sinais de saida. Dados
fornecidos por ( , ). Sinais de saida, pressdes da secdo de concentragdo da coluna:
(a) ponto superior (y1(k)) e (b) ponto inferior(y2(k)).

5.4.2 Identificacdo do Sistema

Utilizaram-se duas metodologias de identificagdo multivaridvel distintas: por subespagos e
por predigdo de erro. No método de identificagdo por subespagos foram utilizados os algoritmos
robusto combinado (ARC), MOESP-PI e MOESP-PO. Por outro lado, no método de predicdo de
erro foi utilizado o MQE.

Para encontrar a ordem dos modelos, para cada um dos algoritmos de subespacos, utilizou-
se a metodologia descrita na Se¢do 4.3. Sendo assim, os gréficos da Figura 5.16 mostram os
valores singulares da matriz O; para cada um dos métodos avaliados.

35 35 35
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320 320 & 20
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n n n

Figura 5.16: Determinagdo da ordem 1 do sistema a partir dos valores singulares. (a) ARC, (b)
MOESP-PI e (c) MOESP-PO.
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Pela Figura 5.16 percebe-se que a ordem dos modelos estd entre 2 e 3. Para o ARC escolheu-
se um modelo de terceira ordem, pois era o que melhor se ajustava aos dados pelo indice RMSE.
Assim, os parametros estimados sdo dados por

0,9993 -0,0764 -0,0125 |
A=] 00052 09323 03948 |,
| —0,0009 -0,0685  0,9251 |

[ 0,1187 -0,1772 0,3574 |
B=| 00204 -0,0574 -1,7880 |,
| -0,0182 0,0171  0,3917 |

| —-0,3851 -0,1528 0,0824
~ | -0,3875 -0,1508 0,0798 |’

-0,0176 0,0415 0,0635
-0,0163 0,0421 0,1972 |

e

Para os algoritmos MOESP-PI e MOESP-PO os modelos de segunda ordem obtiveram
melhor desempenho. Os parametros desses modelos sdo, respectivamente, dados por

_[09957 -01127
17100021 07686 |’

[ 00426 —0,0613 —-0.0479
Y71 —0,0005 —0,0152 —0,4473 |

o | 11951 04338
17| —12357 -0,4345 |

~0,0179 0,0415 0,0926
] : (5.8)

by :[ ~0,0175 0,0430 0,2622

_[09977 —0,0877
27100029 08280 |

| 0,0305 -0,0439 -0,0396
7| 00006 —0,0147 -0,3949 |’

[ -1,6835 -0,4497
27| 21,6988 —0,4448 |’

b, [ ~00181 0,0420 0,1083
27| —0,0172 0,0428 02402 |’
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As etapas realizadas para a identificacdo dos modelos MIMO da planta de flotagdo em
coluna, utilizando o algoritmo MQE, sdo descritas como segue:

e Sabe-se que um sistema MIMO com m saidas e r entradas é composto de um conjunto de
termos formados pela combinagédo {y1(k), ..., yu(k)}, {u1(k), ..., u,(k)} e {er(k), ..., en(k)}.
Sendo assim, de acordo com as entradas (u1,u2 e u3) e saidas (y; e y,) descritas Se¢do
5.4 definiu-se, no primeiro momento, a estrutura que seria utilizada na composi¢do
dos subsistemas. Utilizou-se a estrutura linear ARMAX selecionada por ( )e
apresentada em ( , ). Dessa forma, a estrutura dos subsistemas foi selecionada
pelo ERR dentre um conjunto de 46 regressores candidatos, com maximos atrasos para
os termos de entrada e saida de n,, =5, ny, = 15, ny, = 15 e ny, =5, n,, = 5. Portanto,
foram selecionados 16 termos para cada subsistema. Na escolha dos atrasos méximos,
dos termos candidatos a fazerem parte dos modelos, a faixa de valores foi escolhida,
deixando, exclusivamente, a cargo das rotinas de sele¢do dos termos mais representativos
para comporem os modelos ( , )-

e Posto isso, o passo seguinte foi estimar os valores dos parametros para cada subsistema
utilizando o algoritmo de estimagdo ortogonal MQE. Sendo que, para cada subsistema, S;
e S, foi utilizada uma parte MA de 7 termos de ruido para reduzir o efeito de polarizagdo
dos parametros, o maximo atraso estipulado para o regressor de ruido foi de 31.

e Os testes de validacdo do modelo MIMO, sdao uma extensdo dos testes de modelos SISO,
como mencionado na Segdo 5.3.2. Por fim, as validag¢des foram realizadas por simulagao
livre e de forma quantitativa utilizando o indice RMSE. Os parametros estimados pelo
MQE para os subsistemas ARMAX, S; e Sy, sem a parte MA, sdo apresentados na equagao
5.10. As validagdes obtidas para este modelo podem ser vistas na Secado 5.4.3.

yi1(k) = 0,5855y;(k — 1) + 0,7976y (k — 2) + 0,4555y(k — 4)
—0,0492u7 (k — 1) + 0,0694u5(k — 1) + 0,3338u5(k — 4)
~0,00551(k — 10) — 0,0099u1 (k — 5) + 0,4702y2(k — 1)
—0,4340u3(k — 11) — 0,9274y,(k — 2) — 0,4643y; (k — 4)
~0,1124us(k — 12) — 0,4070us(k — 5) + 0,3827uz(k — 8)
0,0651y1(k — 5), (5.10)
ya(k) = 0,9754ys(k — 1) — 0,0792y,(k — 2) + 0,2115u3(k — 7) '

~0,0479u1 (k — 1) + 0,0672us(k — 1) — 0,0089u5(k — 7)
0,0898y1(k — 1) — 0,0051u2(k — 15) — 0,0105u5(k — 3)
—0,347615(k — 11) — 0,00831u(k — 10) + 0,0033u2(k — 11)
0,0081u5(k — 8) + 0,0005u5(k — 13) + 0,1732u5(k — 4)
0,0350u3(k — 1).
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5.4.3 Valida¢ao dos Modelos

A fim de validar os modelos estimados, foi utilizada a segunda parte do conjunto de dados
mostrados na Figura 5.14. Os valores de pressao obtidos por simulagao livre dos modelos (5.7),
(5.8), (5.9) e (5.10) sao mostrados na Figura 5.17.

| |
0 10 20 30 40 ¢ (miny 50 60 70 80 90

Figura 5.17: Validacdo dos modelos (5.7), (5.8), (5.9) e (5.10) MIMO. Pressdes da segdo de
concentracdo da coluna: (a) ponto superior e (b) ponto inferior. (-) em preto, pressdes na saida.
() em vermelho, dados estimados pelo MQE . (X) em preto, dados estimados pelo ARC. (*) em
verde, dados estimados pelo MOESP-PI. (o) em azul, dados estimados pelo MOESP-PO.

Pela simulagéo livre dos modelos pode ser verificado que os modelos que tiveram o melhor
desempenho foram os obtidos pelo MOESP-PI e pelo MOESP-PO. Pode-se perceber que eles
captaram muito bem a dindmica dos dados de validagdo. Deve-se levar em conta que os dados
de identificagdo sdo independentes dos dados de validagdo, em outras palavras, eles foram
obtidos de ensaios em dias diferentes. A fim de quantificar o desempenho dos métodos langou-
se mao do indice RMSE. Esse indice é apresentado na Tabela 5.3, bem como o ntimero de termos
de processo (NT) e o tempo total de estimagao (Ttot(s)) dos algoritmos, nessa anélise os termos
de ruido (MA) foram desconsiderados. Pelo indices RMSE fica claro que o desempenho dos
algoritmo MOESP-PI e MOESP-PO foram equivalentes. Contudo, o tempo de estimagdo em
segundos do MOESP-PO foi cerca de 60% do MOESP-PI. Por outro lado, o ARC foi o algoritmo
mais rdpido, porém foi o que obteve o pior desempenho, tanto pela simulacao livre quanto pelo
NT. O MQE obteve um desempenho pouco melhor que o ARC e, além disso, é o que possui
menor NT. Entretanto, o Ttot(s) foi bem maior.

Pelos resultados preliminares apresentados aqui, acredita-se que o algoritmo mais indicado
para modelar a planta de flotagdo em coluna é o MOESP-PO.
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Tabela 5.3: Comparagéo entre os modelos obtidos para a planta de flotacdo em coluna.

Algoritmo | NT | RMSE | Ttot(s)
wor B 07
ARC 5; 30 8:?& 0,05
MOESP-PI g; 20 8;2 0,10
MOESP-PO z; 20 8:;2 0,06

NT - ntimero de termos de processo.
Ttot(s) - tempo total requerido, em segundos, para que o MATLAB execute a estimagdo dos parametros do modelo em questao.

Vale salientar que os tempos de estimacdo dos parametros, fornecidos pela Tabela 5.3, foram
obtidos de uma média simples de dez simulagdes.

5.5 Conclusoes

No presente capitulo mostrou-se a identificagdo de vérios sistemas por meio de técnicas de
subespagos e de predigdo de erro. Os sistemas em estudo tratam-se de duas plantas experi-
mentais, uma de bombeamento de 4gua e outra de flotagdo em coluna, e uma planta simulada,
um motor de corrente continua. Dentre as técnicas de subespagos, que retornam modelos em
espago de estados, foram aplicados os algoritmos ARC, MOESP-PI e MOESP-PO. Por outro
lado, no método de predicdo de erro, que fornecem modelos polinomiais do tipo ARMAX e
NARMAX, foi utilizado o algoritmo de MQE.

No estudo da planta de bombeamento de 4gua comparou-se os algoritmos ARC e MQE.
Nessa planta, na modelagem por MQE obteve-se tanto modelos do tipo ARMAX quanto NAR-
MAX. Na identificagdo do motor de corrente continua foram comparados o desempenho dos
métodos MOESP-PI, MOESP-PO e MQE-ARMAX. Por fim, é realizado um estudo a respeito dos
algoritmos ARC, MOESP-PI, MOESP-PO e MQE-ARMAX aplicados a uma planta de flotacao
em coluna.

Verificou-se por meio desses estudos de caso que, na maioria dos casos, os métodos de
subespacos tiveram desempenho equivalente ou melhor que os de predigao de erro, com relagao
ao tempo de estimagdo, aos indices de desempenho RMSE e VAF, e a simulagdo livre. Além
disso, um outro fato importante se refere ao nimero de termos, que na maioria dos estudos, os
métodos de subespagos apresentavam mais termos. Entretanto, observou-se que a medida que
o ntmero de termos dos métodos de predicdo aumentavam o tempo de estimagdo dos modelos
aumentava significativamente, o que ndo ocorria com os métodos de subespacos.

Outros diferenciais dos métodos de subespacos se referem a forma com que os modelos sdo
apresentados e a facilidade de determinar a estrutura das matrizes. A representacdo em espagos
de estados é uma forma muito mais elegante que a representagdo polinomial por equagdo de
diferencgas, ainda mais quando se trata de sistemas multivaridveis. Além do mais, nos métodos
de predigdo de erro sdo necessdrias vérias etapas antes da estimagdo do parametros, enquanto
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que nos métodos de subespagos é necessdrio somente a determinagdo da ordem do modelo
para iniciar a estimacao.

Dessa forma, pode-se concluir que os métodos de subespagos sdo mais competitivos que os
métodos de predicdo de erro no que se refere a identificagdo de sistemas lineares multivaridveis
sob vdrios aspectos.



Capitulo 6

Conclusoes

“Enguanto existir vontade de lutar, existem esperangas de vencer.”

A. Agostinho

6.1 Introducao

Este capitulo traz de forma resumida os principais pontos abordados e contribui¢des desse
trabalho. Também, sdo deixadas algumas sugestdes de leitura que complementam este texto.
Logo ap6s, sdo apresentadas algumas sugestdes de trabalhos futuros que nao foram investiga-
dos nesse trabalho, mas que merecem ser consideradas.

6.2 Considera¢oes Gerais

Este trabalho trata-se de um primeiro passo na dire¢do de realizar a modelagem de sistemas
por meio de métodos de identificacdo por subespagos no contexto do grupo MACSIN e do
programa de pods-graduagdo PPGEE-UFMG. Para isso, fez-se um estudo detalhado dessas
ferramentas e comparou-se os algoritmos estudados entre si e com outras metodologias de
identificacdo. Deve-se salientar que varios trabalhos foram publicados comparando os métodos
de subespagos e os métodos mais tradicionais identificagdo. Trabalhos como os de
( ), ( ), ( ) e ( ), sdo excelentes artigos de
comparagdo e complementam a leitura desse trabalho.

Sendo assim, os esforcos foram direcionados em investigar as principais técnicas de identi-
ficagdo por subespagos. Contudo, antes de passar aos estudos dos métodos, foi apresentado no
Capitulo 2 varios conceitos essenciais para entendimento dos métodos, tais como, interpretagao
geomeétrica, projegdes, conceitos estatisticos, entre outros. Deve-se ressaltar que o Apéndice A
complementa o Capitulo 2 com algumas defini¢des sobre a teoria de sistemas lineares e dlgebra
linear.

Logo ap6s nos capitulos 3 e 4 sdo apresentados os métodos de identificagdo por subespagos
deterministicos e estocdsticos, respectivamente. O Capitulo 3 traz diversos conceitos e de-
monstragdes, além de fornecer alguns exemplos de simulagdo que servem de motivagdo para o
capitulo seguinte, o de identificagdo estocdstica. No Capitulo 4 sdo apresentadas metodologias
de identificagdo para tratar problemas de ruidos de processo e de medigdo adicionados aos da-
dos de identificagdo. Nesse capitulo uma anélise minuciosa dos métodos foi realizada por meio
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de demonstracoes e exemplos. O Apéndice B traz algumas demonstragdes que complementam
os capitulos 3 e 4.

Por fim, no Capitulo 5 sdo mostrados os resultados de identificacdo de dois sistemas expe-
rimentais e um simulado. Em cima desses estudos de caso, foi possivel verificar a relevancia
prética das ferramentas de identificacdo por subespacos.

Acredita-se que este trabalho cumpriu seu papel e fornece uma boa revisao bibliografica
sobre os métodos de subespacos. Dada a abrangéncia da metodologia, outras 4reas de iden-
tificagdo por subespagos, aqui ndo estudadas, estio em pleno desenvolvimento, tais como,
sistemas lineares variantes no tempo, sistemas nao-lineares, séries temporais e sistemas em

malha fechada. Dentre esses temas, o artigo de ( ) faz
uma boa revisdo sobre essas variantes dos métodos de identificagdo por subespagos. Especifi-
camente ( ), ( ), ( )e ( ) tratam
de sistemas em malha fechada, ( ), ( ), ( )e

( ) trabalham com sistemas ndo-lineares, por sua vez, ( )e

( ) discutem como utilizar os métodos de subespagos para aplicagdes
em séries temporais. Essas referéncias bibliogréficas sdo bons textos para entender o atual
estado da arte dos métodos de subespagos.

6.3 Contribuicoes
As principais contribuicdes deste trabalho sao:

e Revisdo bibliografica detalhada dos métodos de subespagos mais conhecidos da lite-
ratura. Acredita-se que nesse trabalho estd concentrada a teoria necesséria para com-
preensdo dos métodos. Sendo assim, conjectura-se que o material apresentado nesta
pesquisa servira de base para quem desejar iniciar seus estudos na drea de identificagdo
por subespagos.

e Os métodos MOESP, MOESP-PI e MOESP-PO foram implementados em ambiente MA-
TLAB e podem ser utilizados pelos membros do grupo MACSIN em trabalhos posteriores
na identificagdo de sistemas lineares multivaridveis. Deve-se ressaltar que os métodos
foram implementados baseados no livro de ( )-

e Os métodos MOESP, MOESP-PI, MOESP-PO e ARC foram aplicados a dois sistemas
simulados e a dois experimentais. Por meio da identificagdo desses sistemas tentou-se
elucidar os aspectos praticos e tedricos de cada método. Além disso, tais métodos foram
comparados com a técnica de MQE linear. Dessa comparagado, pode-se concluir que para
sistemas lineares multivaridveis os métodos de subespacos sdo os mais indicados.

6.4 Trabalhos Futuros

Ao longo deste trabalho, identificou-se algumas lacunas que precisam ser preenchidas na
teoria de identificagdo por subespagos e devem ser investigadas. Dentre as mais importantes,
pode-se citar:



6.4 Trabalhos Futuros 83

e As técnicas de identificacdo por subespacos sdo baseadas em ferramentas como a decom-
posicdo em valores singulares que ndo é muito eficiente para aplica¢des on-line devido a
sua complexidade computacional. E possivel utilizar outro tipo de ferramenta de fatora-
¢do ou decomposicdo que reduza o esfor¢o computacional e permita aplicar os métodos
on-line?

e E possivel formular os métodos de subespagos de forma recursiva utilizando-se de con-
ceitos de processamentos de sinais?

e Métodos de identificagdo recursiva estocastica sem entradas ainda nao foram desenvol-
vidos, buscar uma alternativa para este problema é desafiador. Pois, em aplica¢gdes em
que ocorram falhas, os sinais de entrada podem ficar indisponiveis, podendo ocasionar
perdas de mdquinas e provocar acidentes.

e Para aplicagdes em que deseja-se aplicar o filtro de Kalman nao é possivel utilizar os
métodos de subespagos, pois, os estados estimados estdo a uma transformagdo de simila-
ridade T. Para aplicacdo do filtro de Kalman é necessério que os estados tenham algum
significado fisico. Sendo assim, seria de suma importancia investigar formas de obter tal
matriz transformacado de similaridade T.
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Apéndice A

Fundamentos de Sistemas Lineares e
Algebra Linear

A1 Algumas Defini¢oes

Defini¢ao A. 1. O produto de Kronecker de duas matrizes A € R™" e B € RP*7, denotado por
A ® B, é a matriz mpxnq é dada por

anB anB --- a1,B
a21B azzB cee Elan

A®B=| " o e (A1)
amlB amZB e amnB

Defini¢do A. 2. O operador vec empilha todas as colunas de uma matriz, uma em cima da outra,
formando um vetor. Para uma matriz A € R™" dada por A = [a; a --- a,], com a; € R", o
vetor mn-dimensional vec(A) é definido como

aj
vec(A) = e (A.2)

an

Definicao A. 3. O produto de Kronecker e o operador vec, combinados, sdo de grande utilidade
para reescrever produtos de matrizes. Dadas matrizes A € R™*", B € R e C € RP*, tem-se a
seguinte relacdo

vec(ABC) = (CT ® A)vec(B). (A.3)

Definic¢do A. 4. A norma de Frobenius de uma matriz A € R™" é

1AllF = IIvec(A)ll = ZZ Vir[ATA], (A4)
i=1 j=1

sendo que tr[e] indica o trago da matriz e.
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A.2 Lemas

Lema A.2.1. A desigualdade de Sylvester é utilizada com frequéncia para determinar o posto da
matriz AB quando ambas, A e B, tem posto completo 1, com n < p e n < m. Considere as
matrizes A € R™" e B € R™, entdo

posto(A) + posto(B) — n < posto(AB) < min( posto(A),posto(B) ) (A.5)

Neste caso, de acordo com (A.5), a desigualdade de Sylvester se torna,

n+n—n < posto(AB) < min(n,n), (A.6)

assim, posto(AB) = n.

A.3 Decomposicoes de Matrizes

A.3.1 Decomposicao em Valores Singulares

Qualquer matriz A € R™" pode ser decomposta como
A=USVT, (A7)

em que U € R™" e V € R sdao matrizes ortogonais e, S € R™" possui somente elementos
nao-nulos ao longo de sua diagonal. Estes elementos o; sdo ordenados de forma que

012022 20,2041 =-=0,=0, (A.8)

em que r=posto(A) e k=min(m, n).

Os elementos da diagonal 0; da matriz S sdo chamados de valores singulares de A, as colunas
da matriz U sdo chamadas de vetores singulares i esquerda, e as colunas da matriz V sdo chamadas
de vetores singulares a direita. A SVD da matriz A pode ser relacionada com a decomposi¢do dos
autovalores de matrizes simétricas do tipo AAT e ATA, visto que

AAT
ATA

usvivstut = uss'u’, (A.9)
vsTuTusv? = vstsvT, (A.10)

Assim, a matriz U contém todos os autovetores da matriz AAT, a matriz m x m SST contém
os autovalores correspondentes, com r autovalores ndo-nulos 012, i=1,2,...,r,amatriz V contém
os autovetores da matriz ATA, amatrizn X n STS contém os autovalores Correspondentes, com
r autovalores nao-nulos Gf, i=1,2,...,r.

Quando uma matriz A € R™" possui posto r, tal que r < m e r < n, a SVD pode ser
particionada como a seguir:

T
A=(1 U2)(Sol 8)(%) (A.11)
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em que U; € R™, Uy € R™ ", 1 € R™, Vi € R™, e V, € R0 ( ,
). Por meio desta relagdo pode-se verificar que as colunas das matrizes Uy, Uy, V1, e V>
provém bases ortogonais para todos os quatro subespagos fundamentais da matriz A, sdo eles:

range(A) = range(ll),
ker(AT) = range(Uy),
range(AT) = range(Vy),
ker(A) = range(V>).

A SVD é uma fatoragdo numérica confidvel. Maiores detalhes sobre o uso da SVD em
algoritmos de identificagdo por subespagos podem ser encontrados em

(1993).

A.3.2 Decomposicao QR

Qualquer matriz A € R™" pode ser decomposta como
A=QR, (A.12)

em que Q € R™" ¢ uma matriz ortogonal com Q'Q = I,,, e R € R™" é uma matriz triangular
superior. O termo a direita na equagado (A.12) é chamado de decomposigdo QR de A.

Quando a matriz A € R™" possui posto 7, tal que r > m e r < n, a decomposi¢ao QR pode
ser particionada como a seguir:

~ R, Ry
A=[Q Qz][o 0], (A13)
emque Q1 € R™, € R"™ =) Ry € R™, e Ry € R™("~")_ Esta relacio mostra que
range(A) = range(Q1), (A.14)
ker(AT) = range(Qy),

range(AT) = range(RlT).

A.4 Sistemas Lineares

Um sistema em espaco de estados linear variante no tempo pode ser representado da
seguinte forma:

x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k), (A.15)
yk) = Clx(k) + D(k)u(k), (A.16)

com A(k) € R™", B(k) € R™™, C(k) € R™*" e D(k) € R>*™. O sistema (A.15) e (A.16) é chamado
de sistema em espago de estados LVT (linear variante no tempo). Se as matrizes A(k), B(k), C(k),
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e D(k) ndo dependem do tempo k, o sistema é invariante no tempo. Assim, um sistema em
espago de estados linear invariante no tempo (LIT) pode ser representado da seguinte maneira:

x(k+1)
y(k)

Ax(k) + Bu(k), (A17)
Cx(k) + Du(k). (A.18)

Como nesta dissertacdo o foco é o estudo de sistemas LIT, a parte restante desta secdo sera
dedicada a algumas propriedades desses tipos de sistemas.

A.4.1 Controlabilidade e Observabilidade

Dependendo da natureza do sistema, alguns dos componentes do vetor de estado x(k)
podem néo ser influenciados pelo vetor de entrada u(k) ao longo do tempo (ver Equagao (A.17)
e (A.18)). Se a entrada puder ser utilizada para levar todo o estado do sistema para o estado
nulo, dentro de um intervalo de tempo finito, o sistema é dito ser controldvel. A definigdo
formal de um sistema controldvel é a seguinte:

Defini¢ao A. 5. Controlabilidade: O sistema LIT (A.17)-(A.18) é controldvel se, para um dado
estado inicial x(k;), existir um sinal de entrada u(k) para k, < k < k;, tal que x(k;) = 0 para algum
ky.

O problema com o conceito de controlabilidade em tempo discreto é que certos sistemas sdo
controldveis mesmo se a entrada ndo puder ser utilizada para levar o estado do sistema para o
estado nulo. Um exemplo simples é um sistema que tem A = 0 e B = 0; qualquer estado inicial
ird a zero. Sendo assim, uma nog¢do maior de controlabilidade, chamada de alcancabilidade,
deve ser utilizada.

Definicdo A. 6. Alcancabilidade: O sistema LIT (A.17)-(A.18) é alcangidvel se para qualquer dois
estados, x, e xp, existir um sinal de entrada u(k), para k, < k < k;, que leva o sistema do estado
x(k,) para o estado x(kp).

Um exemplo trivial de um sistema ndo alcan¢avel é um sistema que tem uma equacéo de
estado que ndo € influenciada pela entrada, como, x(k + 1) = Ax(k). A alcangabilidade implica
em controlabilidade, mas ndo necessariamente pode-se dizer que um sistema controlavel é
um sistema alcan¢dvel. Controlabilidade implica em alcangabilidade somente se a matriz A é
inversivel.

A alcangabilidade de um sistema LIT (A.17)-(A.18) pode ser determinada pelo posto da
matriz

C, = [B AB ... A"™B] (A.19)

Na literatura, como em ( , ), @ matriz (A.19) é chamada de matriz de controlabi-
lidade. Entretanto, matriz de alcangabilidade é mais apropriado. Por questdes didaticas, neste
trabalho adotou-se a denominagao matriz de controlabilidade, que é a mais utilizada .

Lema A.4.1. Condic¢do de Posto de Alcancgabilidade: O sistema LIT (A.17)-(A.18) é alcangdvel
se e somente se
posto(C,) = n. (A.20)
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Prova : A resposta de um sistema LIT em um instante k para um dado estado inicial, x(0), e
um sinal de entrada de duragdo de tempo de 0 a k, pode ser encontrada a partir das equagdes
de estados recursivas:

x(1) = Ax(0) + Bu(0),
x(2) = A%x(0) + ABu(0) + Bu(1),
x(3) = A3x(0) + A?Bu(0) + ABu(1) + Bu(2),

x(k) = AFx(0) + A¥'Bu(0) + ... + ABu(k — 2) + Bu(k — 1).

Ou, equivalentemente, a resposta do instante de tempo k ao instante k + j é dada por,

k-1
x(k+j) = Afx(j) + Z A 1Bu(i + ). (A.21)
i=0
Sendo assim, reescrevendo (A.21),
u(j+n-1)
u(j+n-—2)
| B AB --- A"1B | - = x(j+n) — A"x()). (A.22)
Cn u(j)

Se a condigdo de posto para C, é satisfeita, pode-se determinar uma sequéncia de entrada
que leva o sistema do estado x(j) para o estado x(n + j), como segue:

u(j+n—1)
R N eRer (xtn+j) - A(j) ). (A23)
u(.]')
o

A Equagdo (A.18) mostra que a saida do sistema esté relacionada com o estado do sistema,
mas o estado ndo é diretamente observavel. Se existe uma relagdo tinica no tempo entre o estado
e a saida, o sistema é chamado de observavel.

Defini¢ao A. 7. Observabilidade: O sistema LIT (A.17)-(A.18) é observdvel se qualquer estado
inicial x(k;) é unicamente determinado por sua correspondente resposta a entrada nula y(k),
para k; < k <k, com um k;, finito.

Um exemplo trivial de um sistema ndo observavel é um sistema que tem uma equagdo de
saida que ndo é influenciada pelo estado, como, y(k) = Du(k). A matriz de observabilidade é
dada por:
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C
CA

o.=| . | (A.24)
CAn—l

Lema A.4.2. Condig¢ido de Posto de Observabilidade: O sistema LIT (A.17)-(A.18) é observdvel
se e somente se

posto(O,) = n. (A.25)

Prova : Usando a Equagédo (A.21) para encontrar a resposta y(k) a entrada nula,

C [ ()
CA y(j + 1)
Oux()=| CA* |x(j) = | w(G+2 |. (A.26)
fcamt ] | yen-n |

Se hé condigdo de posto de observabilidade, pode-se determinar o estado inicial x(j) exclu-
sivamente a partir de y(j), y(j + 1), ..., y(j + n — 1), como segue:

y(j)
y(j+1)
x(j) = (Oroy)~tol| vw(G+2) |. (A.27)

| y(j+n-1) |

O

Conclui-se a discussdo sobre alcangabilidade e observabilidade por meio da defini¢do de
minimalidade.

Definicao A. 8. Minimalidade: O sistema LIT (A.17)-(A.18) é minimo se ele é ao mesmo tempo
alcangavel e observavel.

A dimensdo do vetor de estado x(k) de um sistema LIT (A.17)-(A.18) que seja minimo é
chamada de ordem do sistema LIT.



Apéndice B

Demonstracoes

B.1 Demonstracao - Equacdes Matriciais Entrada-Saida

Num primeiro momento serd provada a equacgao (3.3). Portanto, considere o vetor de saidas
que variadekaté k +i—1:

Vi = [k Vo1 Yiwica]' (B.1)

em que i > n. Assim, de (3.2), tem-se que:

Yks1 = Cxpy + Dugyy = C(Axg + Buy) + Dugeyq

= CAx +| CB D][ ik ] (B.2)
Ukt
€,
Xpyo = AXpp1 + Bupq = A(Axk + Buk) + Buy,q1 = Azxk + ABuy + Buy,q, (B3)

Yes2 = Cxgao + Dugyo = C(A%xy + ABuig + Buig1) + Ditgyn
Uy
= CA% +[ CAB CB D || e |- (B.4)
Uk+2

Seguindo o mesmo procedimento até k + i — 1, obtém-se:

Uy
Ukt
. , . ) Ugq
Yisi-1 = CAl_lxk+[ CA™2B CA™3B CA™B ..- CB D ] .+ . (B.5)

Ukti-2
| Uk+i-1 ]
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Colocando as equagdes (3.2), (B.2), (B.4) e (B.5) na forma matricial, tem-se:

Yk
Yi+1
Yi+2 =

| yk+i—1 d1ix1

C
CA
CA?

CAi—l
[ D
CB

CAB

[xk]nxl +
lixn
0 0
D 0
CB D

| CA™2B CA™3B CA™B

D

dlixmi

Uk
Ukt
Uk42

| Uk+i-1

dmix1

Empregando-se notagdo de matriz de observabilidade estendida (2.18) e de matriz em blocos
triangular inferior de Toeplitz (2.21), obtém-se:

Yk
Yk+1
Yr+2

| Yi+i-

d
= l"ixk +Hi

U
Uk
Uk42

1 ]

Em seguida, varia-se k de 0 a j — 1, como a seguir:

Para k = 0, entdao

Para k = 1, entdo

Parak = j—1, entdo

Expressando essas equacdes em matrizes de blocos, obtém-se:

_ Yo
n
V2 | =

Y3 [=T

| Yi ]
_ Yt
Yj
Yijn1

| Yi+j—2 |

o
U
Tixo + HY | U2

d
iX1 +Hi 2%} ,

| Ui ]

= Tz-x]-_1 + H;i

- i

| Uivj—2 |

Uuj

Uji1

| Uk+i-1 ]

(B.7)
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yo yl “ee ]/j—l
yl yZ P y]
Y2 Y3 0 Yjn = T,-[ Xo X1 ot Xj—2 Xj-1 ]+
| Yi-1 Yi o VYivj-2 |
[ uo ul PEREEY u]—l
IZ51 Uy -~ Ll]'
d u u ... u .
+ H; 2 3 1. (B.8)
| Ui-1 U o Uiyj2 ]

Portanto, pode-se concluir que:

Y, =T;X, + H{U,.

Agora sera provada a equagdo (3.4). Considere o seguinte vetor de saidas que varia de k + i
aték+2i —1:

Yiri = [Viri Yisivr -+ yk+2i—1]T/ (B.9)

em quei > n. Seguindo o mesmo raciocinio utilizado para provar (3.3), fazendo-se substitui¢oes
sucessivas para cada medida do vetor y,,;, obtém-se:

Yeri | [ C
Yi+i1 CA
Yk+it2 = CA? [Xsilnsa +
[ Yik+2i=1 Jjjeq | CATL
D 0 0 0 0] o
CB D 0 0 Uk+i+1
+ | caB  cB D .0 Uksis . (B.10)
| cA2B cAB CAB - D || tkeaiat |

Variando-se k de 0 a j — 1 e expressando as equagdes resultantes na forma de matrizes de
blocos, resulta em:
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Yi Yiv1
Viv1  VYis2
Viv2  VYit3

| Y2i-1  Y2i

Yivj—1
Yi+j
Yivj+1 = ri[xi Xigl ccc Xiwj—2  Xij-1 ]+
Yoivj-—2 |
Ui Uir1 = Uirj-1
Ui U2 - Uiy
+ HY| W2 Ui e Uisje
| U2i-1 Ui - U2itj-D2 |

Dessa forma, conclui-se que:

— d
Yf = Fin + Hi Uf

Por fim, serd provada a equagdo (3.5). Expandindo-se a equagédo (3.1), obtém-se:

Xk+1 =
Xke+2 =

Xk+3 =

Xk+i-1 =

Xie+i =

Axy + Buy,
Azxk + ABuy + Buyyq,
A3xk + AZBuk + ABuk+1 + Buk+2,

Ai_lxk + Ai_ZBuk + Ai_3Buk+1 +...ABuy,i_3 + Bugyi o,

Alxp + A7 Bug + A72Bugyq + ... AButgyj—p + Biigyiq.

A equacdo (B.16) pode ser expressa como a seguir:

v = 4], [ 5 ] +[ A7 A28 [ 4B B |

Empregando-se notagdo de matriz de controlabilidade estendida (2.19), obtém-se:

U
Ukt
nxmi

Ukyi-2
| Uk+i-1

dmix1

Uy
Ukt
Npri = Alxg + A? :

Ukyi-2
| Uk+i-1 ]

(B.11)

(B.12)
(B.13)
(B.14)

(B.15)
(B.16)

(B.17)

(B.18)

Variando-se k de 0 a j — 1, obtém-se a seguinte equacdo na forma de matrizes de blocos:
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[xi Xigl 0 Xigj2 xz’+j—1] = Al[xo X1 vt Xj2 Xjo1 ]+
[ uo ul ... u]_l
IZ5] Uy --- u]-
+ A u2 Uz U | (B.19)
| Ui-1 U o Uipj2 ]

Portanto a equagao (B.19), pode ser expressa como (3.5):

— Al d
Xy = A'X, + AlU.

B.2 Demonstra¢ao - Teorema 3.6.1

Deseja-se escrever os estados futuros Xy como uma combinacdo linear dos dados de entradas
passadas e futuras. Isto pode ser obtido relacionando as equagdes (3.3) e (3.5). Para este
desenvolvimento € necessario explicitar os X, na equacdo (3.5) para, entdo, substitui-los na
equacéo (3.3). Contudo, a matriz T; € R ndo é quadrada, portanto nao pode ser invertida.
Sendo assim, pré-multiplicando a equagdo (3.3) por I'" de ambos os lados, resulta em

7Y, =TIT;X, + TTH/U,. (B.20)
Reorganizando (B.20), obtém-se
T _17T Tryd
r'rix, =17y, -TTH!U,. (B.21)

Tem-se que o produto de uma matriz pela sua transposta ¢ uma matriz quadrada, supondo-
se que [I’iTI’ i] seja ndo singular, obtém-se a seguinte expressao

X, = [rfri]_l Ty, - [rl‘Tri]_1 rTHIU,. (B.22)

_1 .
A matriz [F?Fi] FZ.T é conhecida como matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose de I'; e é

-1
denotada por I“;r £ [I’iTI"i] I“iT. Entdo a equacgdo (B.22) pode ser reescrita como
_rt trgd
X, =T7Y, =T /H{U,. (B.23)
Logo, substituindo-se (B.23) em (3.5), obtém-se:

Xy = ATy, -TTH'U,) + AU,
= (A - ATTHHU, + (ATHY,. (B.24)

Por fim, colocando (B.24) na forma de matriz, tem-se que:
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‘ 1l
— d d p
Xp=| A7 - ATIHI AT ][ Y ] (B.25)

Como mostrado na equagao (B.25) os estados futuros estdo contidos nos dados de entradas
e saidas passados. Agora, serd mostrado que estes estados ndo estdo somente contidos nos
dados de entradas e saidas passadas, mas também nos dados de entradas e saidas futuras. Essa
demonstrac¢do, naturalmente, mostra como os estados sdo obtidos por meio dos dados medidos.
De (B.25), pode-se fazer a seguinte analogia

Xs = LW, (B.26)

com
— d iTtyd iTt
Ly=[ A-AT!H! ATY |. (B.27)

Sendo assim, a equacdo (3.4) pode-ser reescrita como:
Y; =T,L,W, + HIU;. (B.28)

Aplicando a projegdo ortogonal sobre o complemento ortogonal do espago linha da matriz
Uf em Yf, tem-se:

YTy, =il Wy, + Hfufnu;. (B.29)

Deve ser notado que UfHU; = UgI - Huf) = Uy - Ufl’qu = Uy — Uy = 0. Portanto, a
equagdo (B.29) torna-se

YTy
Yy/uf

Ly Wllye,
TiL, W, /Uf. (B.30)

+
P6s-multiplicando-se ambos os lados de (B.30) por [Wp/ UJ%] W), obtém-se:

[Yf/u;] [w,ﬁ,/u;]+ W, = Ti, [wp/u;] [wp/u;]+ W,.
= TLW, (B.31)
Substituindo-se (B.26) em (B.31), obtém-se:
[vut][worut] w, =Xy, (B.32)

Comparando a equacdo (B.32) com a equacao (2.52), verifica-se que a mesma é uma projegao
obliqua, portanto:

[yprus][worut] Wy = Yy, W, (B.33)
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Relacionando a equagédo definida em (3.15) com (B.33), verifica-se que a equagao (B.32) pode
ser escrita como:

O; = IiXs.

Dessa forma a primeira assertiva do Teorema 3.6.1 foi provada. Para provar a segunda
assertiva, pré-multiplica-se O; = I'; Xy por Wy e pés-multiplica-se por W5, obtendo-se:

(Wi lixiil OiliixjIW21jxj = [WiLiixail Tiliiscn [X ¢l /I W21 (B.34)
—_—
lixn an

Como pode ser observado na equagdo (B.34) a matriz W;0O;W, é igual ao produto de duas
matrizes, W1I'; (n colunas) e XyW, (n linhas). Pela hipétese 3 do Teorema 3.6.1 pode se dizer
que ambas as matrizes possuem posto 7, por conseguinte o produto delas também terd posto
n. Portanto, tem-se que a ordem do sistema é 1 e se prova a segunda assertiva do teorema. Por

meio desta afirmacdo e de (3.17) pode-se reescrever a equagao (B.34) como a seguir:

[WilisilUiliin [Xpluxj[W2ljxj = [Ulllan[S}/z]an [Si/z]an[Vl]ZX]-- (B.35)
— —
—_———
lixn nx;j lixn nxj

A equacao (B.35) pode ser dividida em duas partes (em que T € R é uma matriz arbitraria
ndo-singular representando uma transformagdo de similaridade):

[W1liisi [Tiltisen = [UnLiixal Sy Tinxa[ Tluxcn €, (B.36)

[X LWl = [T Tusnl Sy X sn [V T (B.37)

que leva a terceira e quarta assertiva do Teorema 3.6.1. Agora, pré-multiplicando-se a equacao
(3.18) de ambos os lados pela pseudo-inversa de I';, obtém-se a prova da quinta assertiva:

X =T]O;.






Apéndice C

Rotinas Computacionais

O presente trabalho teve como uma de suas etapas o desenvolvimento de fung¢des no
MATLAB para identificagdo de sistemas lineares multivaridveis. A seguir sdo apresentadas as
fun¢des implementadas dos métodos de identififcagdo por subespagos MOESP, MOESP-PI e
MOESP-PO. A descricdo e a fungdo do método ARC, também estudado neste trabalho, podem
ser obtidas na pédgina: http://homes.esat.kuleuven.be/~smc/sysid/software/.

C.1 moesp

Sintaxe

[A,B,C,D,SS]=moesp(u,y,n,k);

Descri¢do

O algoritmo moesp estima as matrizes de modelos na representacdo espago de estados sem
tratar ruido de processo e/ou de medigdo. Também pode ser utilizado para determinar a ordem
do sistema.

Dados de Entrada

u — matriz de dados medidos das entradas do sistema;

y — matriz de dados medidos das saidas do sistema;

n — ordem escolhida para o modelo do sistema;

k — numero de linhas da matriz em blocos de Hankel, este nimero é definido como
k = 2(maxord/nusaida). Em que, maxord é a maxima ordem que o usudrio pressupde que o
sistema tenha enusaida é o nimero de saidas que o sistema possui. Esta relagdo é definida de

forma empirica por ( , ).

Dados de Saida
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A — matriz dindmica estimada para o sistema em espago de estados;

B — matriz de entrada estimada para o sistema em espago de estados;

C — matriz de saida estimada para o sistema em espago de estados;

D — matriz de transmissdo direta estimada para o sistema em espago de estados;

SS — matriz de valores singulares da projecao obliqua, utilizada para determinar a ordem
do sistema;

Algoritmo

Nesse algoritmo a seguinte decomposigdo LQ é feita:

QT
(Yf)_LQ _(Lm L 0) 8% ' (D
3

Da SVD de Ly; é estimada a ordem 71 do sistema. Do espago coluna da SVD de L, é obtida
a projegdo obliqua O;. Por meio dessa projecdo sdo estimadas as matrizes A e C. Por fim, como
mostrado na Segio 3.7 as matrizes B e D sdo estimadas resolvendo-se um problema de minimos
quadrados.

C.2 moesp_pi

Sintaxe
[A,B,C,D,SS]=moesp_pi(u,y,n,k);
Descricao

O algoritmo moesp_pi estima as matrizes de modelos na representagdo espago de estados
sem tratar ruido de processo. Também pode ser utilizado para determinar a ordem do sistema.

Dados de Entrada
u — matriz de dados medidos das entradas do sistema;
y — matriz de dados medidos das saidas do sistema;

n — ordem escolhida para o modelo do sistema;
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k — numero de linhas da matriz em blocos de Hankel, este nimero é definido como
k = 2(maxord/nusaida). Em que, maxord é a mdxima ordem que o usudrio pressupde que o
sistema tenha e nusaida é o ntiimero de saidas que o sistema possui. Esta relagdo é definida de
forma empirica por ( , )

Dados de Saida

A — matriz dindmica estimada para o sistema em espago de estados;

B — matriz de entrada estimada para o sistema em espago de estados;

C — matriz de saida estimada para o sistema em espaco de estados;

D — matriz de transmissdo direta estimada para o sistema em espago de estados;

SS — matriz de valores singulares da projecdo obliqua, utilizada para determinar a ordem
do sistema;

Algoritmo

Nesse algoritmo a seguinte decomposigdo LQ é feita:

us Ln 0 0 \(QF
U, |=LQ"=| Ln Ln 0 P (C2)
Yy Lsi Lz Lss :

Da SVD de L3; é estimada a ordem 1 do sistema. Do espago coluna da SVD de L3, é obtida
a projecao obliqua O;. Por meio dessa projecdo sao estimadas as matrizes A e C. Por fim, como
mostrado na Segio 4.5 as matrizes B e D sdo estimadas resolvendo-se um problema de minimos
quadrados.

C.3 moesp_po
Sintaxe
[A,B,C,D,SS]=moesp_po(u,y,n,k);
Descri¢do
O algoritmo moesp_po estima as matrizes de modelos na representagdo espago de estados

para sistemas com ruido de processo e de medicdo colorido. Também pode ser utilizado para
determinar a ordem do sistema.
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Dados de Entrada

u — matriz de dados medidos das entradas do sistema;

y — matriz de dados medidos das saidas do sistema;

n — ordem escolhida para o modelo do sistema;

k — numero de linhas da matriz em blocos de Hankel, este nimero é definido como
k = 2(maxord/nusaida). Em que, maxord é a mdxima ordem que o usudrio pressupde que o
sistema tenha e nusaida é o ntiimero de saidas que o sistema possui. Esta relagdo é definida de
forma empirica por ( , )-

Dados de Saida

A — matriz dindmica estimada para o sistema em espaco de estados;

B — matriz de entrada estimada para o sistema em espago de estados;

C — matriz de saida estimada para o sistema em espaco de estados;

D — matriz de transmissdo direta estimada para o sistema em espago de estados;

SS — matriz de valores singulares da projecdo obliqua, utilizada para determinar a
ordem do sistema;

Algoritmo

Nesse algoritmo a seguinte decomposicdo LQ é feita:

Uy Ly 0O 0 O QlT
Up T L21 L22 0 0 T

=LQ = 2 1, C3
Y, Q Ly1 Lz Lz O § (C3)
Yy Ly Ly Ly Ly Z

Da SVD de [Ly, Ly3] é estimada a ordem 7 do sistema. Do espago coluna da SVD
de [Ly, Lys] é obtida a projegdo obliqua O;. Por meio dessa projegdo sdo estimadas as
matrizes A e C. Por fim, como mostrado na Secdo 4.5 as matrizes B e D sdo estimadas
resolvendo-se um problema de minimos quadrados.
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