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Resumo

Este trabalho apresenta uma metodologia direcionada para proble-

mas de classificação de padrões. O objetivo é projetar classificadores

de margem larga, onde as informações necessárias para o projeto do

classificador são obtidas a partir da estrutura geométrica dos dados.

Através do grafo de Gabriel, o conjunto de dados é transformado em

um grafo planar, onde as arestas deste grafo que possuem vértices com

rótulos de classes distintas coincidem com as amostras que estão na

margem de separação entre as classes. Estas arestas são denominadas

arestas de suporte e formam a base para o desenvolvimento de uma

famı́lia de métodos, tais como um decisor para o aprendizado multiob-

jetivo de redes neurais; uma estratégia para seleção de parâmetros em

redes neurais RBF; por fim, a concepção de novos classificadores de

margem larga. Resultados com benchmarks conhecidos na literatura

mostram que essas abordagens maximizam a margem e aumentam a

capacidade de generalização dos classificadores.



Abstract

This work presents a methodology directed to pattern classification

problems. The goal is to design large margin classifiers where the in-

formation necessary is obtained from the geometric structure of data.

Through the Gabriel graph, the data set is turned into a planar graph,

where the edges with vertices of distinct labels corresponds to the

samples which are on the margin of separation between the classes.

These edge set is named as support edges and forms the basis for

the development of a family of methods, such as a decision-maker for

multi-objective learning of neural networks; a strategy for selecting

parameters in RBF neural networks. Finally, the design of new large

margin classifiers. Results with benchmarks known in the literature

show that our approaches maximize the margin and increase the clas-

sifier generalization ability.
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4.1.3 Metodologia para experimento em base de dados reais . . . 44

4.1.4 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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4.3.1 Extração de parâmetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.3.2 Metodologia para construção do classificador . . . . . . . . 62

4.3.3 Espaço de Verossimilhanças . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.3.4 Analogia com as SVMs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.3.5 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Caṕıtulo 1

Introdução

Classificadores de margem larga se tornaram populares nas últimas duas décadas,

logo após a publicação das Support Vector Machines (SVM) (Boser et al., 1992).

A ideia de maximização da margem na região de separação entre as classes

também tem sido explorada por outras abordagens, tais como Boosting (Freund

& Schapire, 1996; Freund et al., 1996; Schapire, 1990), Modelos de Mistura Gaus-

siana (Sha & Saul, 2006) e Direct Parallel Perceptrons (Fernandez-Delgado et al.,

2011). Alguns classificadores geométricos de margem larga também têm sido en-

contrados na literatura, como em Cevikalp et al. (2010), onde é projetado um

classificador de margem larga baseado em affine hulls. Nos trabalhos de Peng &

Wang (2012); Peng & Xu (2013) também é explorado o conceito de affine hulls

para encontrar o classificador de margem larga. Já no trabalho de Cevikalp &

Triggs (2013), em vez de affine hulls são utilizados Hyperdisks para encontrar o

classificador. Embora estes métodos possam se diferenciar na maneira como a

margem é maximizada, a ideia geral é selecionar um classificador que se distan-

cie igualmente das amostras da margem de separação, como é esquematicamente

mostrado na Figura 1.1. Para problemas linearmente separáveis, a margem da

SVM pode ser controlada pela norma dos pesos ‖w‖, que conduz a um problema

de Programação Quadrática (PQ), onde os vetores de suporte (VS) representam

a solução do problema de PQ.

Os vetores de suporte podem ser considerados propriedades geométricas de

um problema de classificação, de modo que a solução de margem máxima pode

ser concebida explorando as propriedades estat́ısticas e geométricas do conjunto

1



de treinamento. Esta afirmação pode ser corroborada no trabalho de Bennett

& Bredensteiner (2000), onde é demonstrado que a solução da SVM pode ser

aproximada geometricamente, encontrando-se o separador de margem máxima em

relação a dois conjuntos de fecho convexo. A partir desse principio, este trabalho

visa explorar a estrutura geométrica dos dados, a fim de obter informações que

possam ser utilizadas pelos métodos de classificação. Tais informações podem ser

transformadas em parâmetros de ajustes, critérios de decisão e até mesmo um

classificador propriamente dito.
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Figura 1.1: Separador Geométrico.

Ao modelar o conjunto de dados através de um grafo planar chamado grafo de

Gabriel (Gabriel & Sokal, 1969) (vide Figuras 1.2(a) e 1.2(b) ), é posśıvel selecio-

nar um subconjunto de vértices do grafo que são análogos aos vetores de suporte

da SVM. Esses vértices formam uma ou mais arestas denominadas de Arestas

de Suporte (AS) (Torres et al., 2015a). Essas arestas podem ser observadas na

Figura 1.2(c). As Arestas de Suporte formam as bases teóricas que fundamentam

as contribuições deste trabalho, que estão listadas abaixo:

• Um decisor de margem larga para o método multiobjetivo de treinamento

de redes neurais (MOBJ) (baseado em Torres et al. (2012));

• Uma metodologia para encontrar os parâmetros do Kernel gaussiano de

uma rede RBF (Radial Basis Function) (Torres et al., 2014b);
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1.1 Um decisor de margem larga para o método MOBJ

• Um classificador geométrico de margem larga (baseado em Torres et al.

(2014a, 2015b));

• Um classificador para sistemas embarcados (Torres et al., 2015a).

Nas Seções que se seguem deste Caṕıtulo, são apresentadas resumidamente

cada abordagem.
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Figura 1.2: (a) Conjunto de dados no espaço de entrada. (b) Conjunto de padrões
de entrada modelado com o grafo de Gabriel. (c) Arestas de suporte.

1.1 Um decisor de margem larga para o método

MOBJ

O método multiobjetivo para o treinamento de redes neurais (MOBJ) gera como

resultado um conjunto Pareto-Ótimo, PO que corresponde aos melhores compro-
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1.1 Um decisor de margem larga para o método MOBJ

missos entre os funcionais erro de treinamento e complexidade1 (Teixeira et al.,

2000) (Vide Figura 1.3). A partir das arestas de suporte (AS), foi desenvol-

vido um método decisor que busca pela solução do conjunto PO que possui a

maior margem de separação entre as classes. Para encontrar a solução de maior

distância (margem) entre as classes, foi proposta a inserção de novas amostras no

espaço de entrada. As novas amostras foram inseridas nos pontos médios, defi-

nidos a partir da distância euclidiana entre os pares das AS. Este novo grupo de

exemplos é chamado de conjunto de pontos médios PM e a solução mais próxima

deste conjunto é a escolhida pelo decisor.

Figura 1.3: Conjunto Pareto-ótimo e os diferentes mapeamentos das soluções.

1Norma Euclidiana dos pesos da rede.
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Gaussiano de Uma Rede Neural RBF

1.2 Uma Metodologia Para Encontrar Parâmetros

do Kernel Gaussiano de Uma Rede Neural

RBF

Visto que o grafo de Gabriel permite encontrar a margem de separação entre

as classes (conjunto AS) sem o uso de parâmetros, o conjunto AS foi usado

no projeto de uma rede neural Radial Basis Function (RBF). O primeiro passo

para construção da rede RBF é encontrar o número de neurônios da camada

escondida, que correspondem à quantidade de funções base ϕ(·). Normalmente,

ϕ(·) é descrita como uma função gaussiana ϕ(x) = exp
(
||x−ci||2

2σ2
i

)
. Portanto, é

necessário definir os valores do centro ci e do raio σi para cada (i-ésimo) neurônio

oculto. Utilizando-se os vetores geométricos, os valores ótimos de ci e σi são

encontrados sem a necessidade de qualquer informação a priori.

Em śıntese, os exemplos do conjunto AS são assinalados como centros das

funções base ϕ(·) da rede RBF. Além de não necessitar de parâmetros adicionais

para a obtenção dos centros, o método conta com as coordenadas geométricas de

cada exemplo da margem para encontrar o respectivo σi de cada neurônio.

1.3 Classificador Geométrico de Margem Larga

As informações fornecidas pela estrutura dos dados no projeto da rede neural

RBF, descrita na Seção anterior, foram utilizadas para projetar um classifica-

dor geométrico. Nesta abordagem é utilizado o conjunto AS, onde cada amostra

representa a média µ de uma distribuição normal multivariada N(µ,Σ), e a com-

plexidade do classificador é encontrada de modo determińıstico e um novo espaço

chamado de “verossimilhanças”, que pode ser observado na Figura 1.4(a). Para

a classificação de uma dada amostra x, é utilizado todo o conjunto AS como

componentes de duas funções de misturas de densidades p(x, θ1|C1) e p(x, θ2|C2).

Uma para a classe positiva (+1) e a outra para negativa (−1). Por fim, o exemplo

x é rotulado de acordo com a regra de decisão de Bayes (Duda et al., 2012). A

Figura 1.4(b) mostra a separação proporcionada por este classificador.

5



1.4 Classificador Para Sistemas Embarcados
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Figura 1.4: (a) Espaço de verossimilhanças. (b) Solução final dada pelo classifi-
cador.

1.4 Classificador Para Sistemas Embarcados

Inspirado nos métodos apresentados nas Seções anteriores, foi projetado um novo

método de aprendizagem para problemas de classificação que é adequado para a

implementação em circuitos integrados. Este método de classificação, que é es-

tatisticamente equivalente a muitas abordagens conhecidas como estado da arte,

baseia-se numa descrição estrutural do conjunto de treinamento representado pelo

grafo de Gabriel. Assim, a função de classificação final é composta por uma mis-

tura hierárquica de especialistas, onde cada especialista é representado por um

classificador de margem larga local. Dessa forma, a abordagem pode ser facil-

mente embarcada em Hardware, uma vez que o método é projetado com base na

função de distância Euclidiana, que é facilmente constrúıda através de operações

matemáticas básicas, e ainda pode ser otimizada utilizando o paralelismo propor-

cionado por FPGAs e GPUs.

1.5 Organização do trabalho

O restante do trabalho está organizado da seguinte forma:
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1.5 Organização do trabalho

No Caṕıtulo 2 são apresentados os principais métodos do aprendizado de

máquina e também são definidas as bases sobre as quais a teoria do treinamento

multiobjetivo de redes neurais é constrúıda. Nesse Caṕıtulo também são mostra-

dos alguns conceitos de métodos utilizados na geometria computacional. Já no

Caṕıtulo 3, é mostrado como o conjunto de arestas de suporte AS e o conjunto

de pontos médios PM são encontrados, também é descrito como a sobreposição

entre as classes é encontrada e eliminada. No final do Caṕıtulo 3 é mostrada

matematicamente a similaridade dos vértices das arestas de suporte com os VS

da SVM. Por sua vez, o Caṕıtulo 4 apresenta as contribuições da tese, onde são

apresentados a metodologia e os resultados para cada abordagem. Finalmente, as

conclusões e propostas de continuidade do trabalho são apresentadas no Caṕıtulo

5.
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Caṕıtulo 2

Referencial Teórico

2.1 Revisão de métodos para controle da capa-

cidade de generalização

Neste caṕıtulo são apresentados os principais prinćıpios das máquinas de vetores

de suporte e também são definidas as bases sobre as quais a teoria do treinamento

multiobjetivo de redes neurais é constrúıda. Por fim, são mostrados alguns con-

ceitos de métodos utilizados na geometria computacional.

2.1.1 Máquinas de Vetores de Suporte

As Máquinas de Vetores de Suporte ou Support Vector Machines (SVM), são uti-

lizadas para solucionar problemas de classificação de padrões e regressão. Foram

propostas inicialmente por Vapnik (1995, 1998). A SVM se baseia no prinćıpio

de minimização estrutural do risco, que se origina na teoria do aprendizado es-

tat́ıstico. Essa teoria diz que o erro do algoritmo de aprendizagem junto aos

dados de validação (erro de generalização), é limitado pelo erro de treinamento

mais um termo que depende da dimensão Vapnik-Chervonenkis (VC), que é uma

medida da capacidade de expressão de uma famı́lia de funções.

O objetivo é construir um conjunto de hiperplanos variando a dimensão VC,

fazendo com que o risco emṕırico, também conhecido como erro de treinamento,

e a dimensão VC sejam minimizados ao mesmo tempo. Através de um kernel a

SVM faz o mapeamento dos dados no espaço de entrada para um espaço de alta
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2.1 Revisão de métodos para controle da capacidade de generalização

dimensão, chamado de espaço de caracteŕısticas, em que um problema de natureza

não-linear pode tornar-se linearmente separável. Nesse espaço, um hiperplano

ótimo é constrúıdo para separar os dados em duas classes. Quando os dados

de treinamento são separáveis, o hiperplano ótimo no espaço de caracteŕısticas

apresenta uma margem de separação máxima. Se houver sobreposição, ou seja,

dados não separáveis, é utilizado uma generalização do conceito. Segundo Haykin

(2009), a SVM é treinada por um algoritmo de otimização quadrático (PQ),

que garante a convergência para um mı́nimo global da superf́ıcie de erro. O

algoritmo de otimização transforma o problema de otimização primal em sua

representação dual, fazendo com que o problema de dimensionalidade deixe de

ser uma dificuldade. Logo, o número de parâmetros ajustados não dependerá

mais da dimensão do espaço a que pertencem os dados de treinamento.

2.1.1.1 Hiperplano de margem ŕıgida

Considere-se um conjunto de dados T = {xi,yi | i = 1 . . . n}, onde xi é o i-ésimo

dado de entrada, onde x ∈ Rd, e yi representa o i-ésimo elemento de sáıda

desejável. Assume-se que todos os elementos y = −1 representam a classe 1 e o

subconjunto y = +1 representa a classe 2. Parte-se da premissa que os dados são

linearmente separáveis. De acordo com Haykin (2009), a equação do hiperplano

de separação é dada pela Equação (2.1),

wTx + b = 0, (2.1)

onde w é o vetor normal, x é o dado de entrada e b ∈ Rd é o bias. O hiperplano

descrito pela Equação (2.1) divide os espaço em dois sub-espaços, um para cada

classe. A margem de separação p é definida como sendo a distância entre o hiper-

plano de separação determinado por w e b e o padrão de entrada x mais próximo.

O objetivo de uma SVM é encontrar a separação ótima, ou seja, determinar o

vetor w de pesos da rede e o bias b de forma que p seja máximo. A Figura 2.1

ilustra a superf́ıcie de um hiperplano ótimo separando um espaço R2 em duas

partes. De acordo com Haykin (2009), a classificação dos padrões é dada por sua

posição em relação ao hiperplano, ou seja, em relação as margens de separação,

como é mostrado na Equação (2.2):
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2.1 Revisão de métodos para controle da capacidade de generalização

{
wTxi + b ≥ 0 para yi = +1
wTxi + b < 0 para yi = −1

(2.2)

Os pontos em que a primeira e a segunda expressão da Equação (2.2) são

satisfeitos com uma igualdade são chamados de vetores de suporte. Fazendo b∗

e w∗ definidos como parâmetros ótimos para o hiperplano de margem máxima

(hiperplano ótimo H∗), a Equação (2.1) pode ser reescrita por uma função dis-

criminante

g(x) = w∗Tx + b∗, (2.3)

está função corresponde a uma medida algébrica de distância entre o padrão x e

o hiperplano ótimo H∗. Esta medida também pode ser expressa como

x = xp + r
w∗

||w∗|| , (2.4)

onde xp é a projeção de x em H∗, tal que g(xp) = 0. O parâmetro r representa a

distância algébrica, onde r sendo positivo significa que o padrão x encontra-se no

lado positivo do hiperplano, caso contrário, x está no lado negativo. De acordo

com Haykin (1999), segue que

g(x) = w∗Tx + b∗ = r||w∗||, (2.5)

ou

r =
g(x)

||w∗|| . (2.6)

Definindo um vetor de suporte como x∗ e sua sáıda desejada d = ±1, a distância

algébrica de um vetor de suporte para um hiperplano ótimo H∗ pode ser dada

como

r =
g(x∗)

||w∗|| =





1
||w∗|| se d∗ = +1

− 1
||w∗|| se d∗ = −1

. (2.7)

Denotando por p∗ o valor de margem ótima de separação entre duas classes,

verifica-se por intermédio da Equação (2.7) que
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2.1 Revisão de métodos para controle da capacidade de generalização

p∗ = 2r =
2

||w|| . (2.8)

A partir da Equação (2.8), é posśıvel observar que maximizar a margem p∗ sig-

nifica minimizar a norma do vetor w no espaço de caracteŕısticas.

p

x

Vetores de
Suporte

Hiperplano 
ótimo

x1

x2Margem

Figura 2.1: Margem máxima de separação entre as classes. Os padrões que
intersectam a margem são chamados de vetores de suporte.

2.1.1.2 Hiperplano de margem flex́ıvel

O conceito de hiperplano de margem ŕıgida impõe restrições que limitam bas-

tante a sua aplicação, uma vez que a maioria dos problemas possuem rúıdos

ou sobreposição entre as classes. Para dar uma maior flexibilidade à SVM, foi

desenvolvido o conceito de SVM de margem flex́ıvel. Nessa abordagem, é ne-

cessário introduzir um conjunto de variáveis escalares não negativas (ξ)ni=1, onde

n é o número de padrões de entrada. Segundo Haykin (2009), a definição do

hiperplano de margem flex́ıvel é dada como

yi(w
Txi + b) ≥ 1− ξi, i = {1, 2, · · · , n} , (2.9)

onde ξ são conhecidas como variáveis de folga e medem o grau de desvio de um

padrão de entrada em relação ao hiperplano de separação ótimo. Para 0 < ξ ≤ 1
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o padrão em questão está dentro da faixa da margem, mas do lado correto da

separação. Se ξ > 1, então ele está classificado incorretamente e, se ξ = 0, o

padrão esta sobre a margem. Logo, se estes padrões forem deixados de fora do

treinamento, os vetores de suporte não mudarão (vide Figura 2.2). Isto mostra

que os vetores de suporte são definidos da mesma maneira, seja para o caso

linearmente separável ou não. Tendo em vista as restrições impostas, o objetivo

do treinamento é encontrar um hiperplano que tenha o menor erro de classificação

dos dados de entrada, isso pode ser feito através da minimização do funcional φ

mostrado na Equação (2.10).

φ(w, ξ) =
1

2
wTw + C

n∑

i=1

ξi (2.10)

sujeito a,

{
yi[w

TΦ(xi) + b] ≥ 1− ξi,
ξi ≥ 0

(2.11)

onde Φ é a função de mapeamento (kernel) e o parâmetro C controla o impasse

(tradeoff ) entre a complexidade da máquina e o número de pontos que podem

infringir a restrição imposta na Equação (2.11).

p
x

Vetores de
Suporte

Hiperplano 
ótimo

Margem

Ponto do 
lado errado 
da margem

x1

x2

Ponto 
dentro da 
margem

Figura 2.2: Exemplo em que aparecem padrões dentro da margem.
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2.1.2 Aprendizado Multiobjetivo de Redes Neurais

2.1.2.1 Minimização Estrutural do Risco

A teoria do aprendizado estat́ıstico (Vapnik, 1995), através do prinćıpio indutivo

de minimização estrutural do risco (MER), estabelece condições matemáticas que

permitem definir, com probabilidade de pelo menos
(

1−ε
n

)
, um limite superior para

o risco esperado (ou erro de generalização) de uma máquina de aprendizagem

(Vapnik, 1995, 1998)

R ≤ Remp +

√
h
(
ln 2n

h
+ 1
)
− ln

(
ε
4

)

n
, (2.12)

onde ε é um parâmetro livre e n é o tamanho do conjunto de treinamento.

Analisando a Equação (2.12), observa-se que o limite superior de R é uma

função inversa de n e direta de dois termos: o primeiro, denominado risco emṕırico

(Remp), representa o erro de treinamento e o segundo, conhecido como capacidade

(Ω), depende da complexidade h da classe de funções implementada pela máquina

de aprendizagem. A minimização do limite superior de R pode então ser obtida

através do aumento do número de exemplos n e/ou do decréscimo simultâneo de

Remp e Ω.

2.1.2.2 Método Multiobjetivo

O prinćıpio de minimização estrutural do risco (MER) pode ser interpretado como

um problema de otimização multiobjetivo que busca encontrar o melhor compro-

misso entre dois objetivos conflitantes, ou seja, as funções são conflitantes em

uma determinada faixa. Por exemplo, pode ocorrer o crescimento de uma função

que estima o erro da rede ao mesmo tempo que uma função de complexidade da

rede é minimizada, ou o contrário. O MER pode ser formalmente definido como

(MER) : min

{
J1 = Remp

J2 = Ω
(2.13)

onde Remp corresponde a uma estimativa para o erro de treinamento e Ω é uma

medida de complexidade da máquina de aprendizagem. No caso particular de re-

des MultiLayer Perceptron (MLP) (Haykin, 2009), uma medida de complexidade
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2.1 Revisão de métodos para controle da capacidade de generalização

(Ω) comumente usada é a norma euclidiana do vetor de pesos da rede (Costa

et al., 2007; Hinton, 1989; Teixeira et al., 2000).

Dentre os algoritmos de treinamento multiobjetivo para redes MLP, destaca-

se o método MOBJ que foi projetado para resolver o problema de MER descrito

na Equação (2.13) (Teixeira et al., 2000). De acordo com Teixeira et al. (2000)

o método MOBJ consiste em controlar a complexidade das redes através da mi-

nimização simultânea do erro para os padrões de treinamento e da norma do

vetor de pesos. Dado o conjunto de dados S = {xi,yi | i = 1 · · ·n}, a Equação

(2.14) fornece a formulação biobjetivo, proposta em Teixeira et al. (2000), para

o aprendizado de redes MLP,

min

{
J1(w) =

∑N
i=1

(
yi − f̂(xi,w)

)2

J2(w) = ‖w‖
(2.14)

onde f̂(xi,w) é a sáıda estimada pela rede para o i-ésimo padrão de entrada, yi

é a sáıda esperada (rótulo), w é o vetor que armazena todos os pesos da rede e

‖·‖ é o operador que fornece a norma euclidiana de um vetor.

Ao final do aprendizado, o algoritmo MOBJ gera uma estimativa para o con-

junto de soluções não dominadas2, denominado conjunto Pareto-ótimo PO, onde

a distância euclidiana entre a norma de cada solução é dada por ∆‖w‖. Tais

soluções representam o trade-off entre o erro de treinamento e a complexidade

da rede, ou seja, essas soluções são aquelas as quais não há mais como melhorar

um dos objetivos sem que haja uma piora do outro. O conjunto PO possui dois

conjuntos de soluções que podem ser classificadas como sub-ajustadas e super-

ajustadas, como é mostrado na Figura 2.3. Soluções super-ajustadas são aquelas

com alta complexidade e baixo erro para o conjunto de treinamento, que podem

gerar overfitting. Enquanto as sub-ajustadas apresentam erros grandes para os

padrões de treinamento. Ainda de acordo com Teixeira et al. (2000), o método

possui a vantagem de que o compromisso entre o erro e a complexidade, expressa

através da norma, fica expĺıcito. Para cada solução pertencente ao conjunto

Pareto-Ótimo, existirá um valor espećıfico para o erro e a norma. Logo, existirá

no conjunto PO uma solução com complexidade efetiva adequada, ou seja, dentre

2Em um problema de otimização multiobjetivo, uma solução é dita ser não dominada, se não existe nenhuma
solução com desempenho superior em um objetivo não sendo pior nos outros objetivos.
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as soluções de norma (complexidade) máxima e norma mı́nima, poderá existir

uma solução que possui a norma adequada, com um erro menor posśıvel para a

mesma.

Figura 2.3: Conjunto Pareto-ótimo resultante do método MOBJ, onde não é
posśıvel minimizar os funcionais MSE e ||W|| ao mesmo tempo.

Na ausência de qualquer informação a priori referente aos objetivos J1(w) e

J2(w), todas as soluções pertencentes ao conjunto PO são candidatas à solução

do problema descrito na Equação (2.14). Uma etapa de decisão é então necessária

para a escolha da solução que fornece o melhor compromisso entre o erro de trei-

namento e a complexidade da rede. Tal solução constitui a melhor aproximação

para o mı́nimo absoluto do funcional risco esperado R (ou erro de generalização).

2.1.2.3 Problema de Decisão Multiobjetivo

O problema geral de decisão multiobjetivo deve obedecer ao esquema dado pela

Equação (2.15) (Medeiros et al., 2009),

w∗ = arg
w∈W

max fe (2.15)

onde fe é um funcional capaz de classificar as soluções componentes do conjunto

Pareto-Ótimo segundo um critério especificado; fe deverá fornecer uma medida

de “qualidade” entre uma dada solução (função) particular, f̂(x,w), obtida com

15



2.2 Revisão de Métodos Utilizados na Geometria Computacional

o aprendizado multiobjetivo (MOBJ) e a função desconhecida que representa o

mı́nimo absoluto do risco esperado, f0(x).

Dentre as estratégias de decisão multiobjetivo propostas na literatura destacam-

se:

• O decisor por mı́nimo erro de validação (Teixeira et al., 2000), onde a to-

mada de decisão é feita através de um conjunto de validação apresentado

a todas as soluções pertencentes ao conjunto PO. A rede que apresentar

o menor erro aos padrões de validação é escolhida como solução final. A

desvantagem desse método é a necessidade de se separar parte do conjunto

de dados para posterior validação dos modelos. Isso representa um pro-

blema para tarefas de aprendizado baseadas em um número muito limitado

de exemplos.

• O decisor com conhecimento prévio (Medeiros et al., 2009), que realiza um

teste estático para quantificar a probabilidade de um modelo de classificação

ser o melhor comparado com os outros do conjunto PO. A formulação desse

decisor depende de uma informação a priori sobre a distribuição do rúıdo

presente nos dados. Na maioria dos problemas reais de aprendizado, no

entanto, essa informação não se encontra dispońıvel.

2.2 Revisão de Métodos Utilizados na Geome-

tria Computacional

2.2.1 Teoria dos Grafos

As definições aqui apresentadas foram extráıdas de Barroso (2007); Christofi-

des (1975). Um grafo G(V,E) é uma estrutura matemática constitúıda de dois

conjuntos: um finito e não vazio, de n vértices V, e outro E, de m arestas,

que são pares não ordenados de elementos de V. Na representação geométrica

de um grafo, os pontos estão associados aos vértices e as arestas correspon-

dem a linhas arbitrárias que ligam os vértices que as definem. A Figura 2.4

mostra a representação geométrica do grafo G(V,E), onde V = {1, 2, 3, 4} e
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2.2 Revisão de Métodos Utilizados na Geometria Computacional

E = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (3, 4)}. Diz-se que dois vértices de um grafo são ad-

jacentes quando definem uma aresta. Um grafo é caracterizado como planar

quando pelo menos uma representação gráfica no plano pode ser obtida, tal que

as arestas não-se interceptam.

Figura 2.4: Forma geométrica de um Grafo.

2.2.2 Diagrama de Voronoi

O Diagrama de Voronoi representa a decomposição de um espaço em regiões de

acordo com a distância entre determinados pontos (Aurenhammer & Klein, 1990).

Dados dois pontos p,q ∈ S, onde S representa um conjunto de pontos em um

plano, a bissetriz B(p,q) corresponde a uma reta perpendicular que atravessa o

centro do segmento de reta pq; δ(·) é o operador que fornece a distância euclidiana

entre dois pontos (vetores). O diagrama de Voronoi D(S) pode ser considerado

como a divisão do hiperplano em m poĺıgonos convexos L (Berg et al., 2008; Fi-

gueiredo, 1991). A Figura 2.5(a) ilustra um exemplo de um diagrama de Voronoi.

Um poĺıgono L(xi) é chamado de poĺıgono de Voronoi relativo a xi e é formado

através da interseção do conjunto das bissetrizes B(xi,L(xi)). Um ponto p ∈ S

pertence a L(xi) se, e somente se, a seguinte desigualdade for satisfeita:

δ(p,xi) ≤ δ(p, xj), xi,xj ∈ S, ∀j 6= i. (2.16)

De uma forma geral, uma região de Voronoi Vi associada a um śıtio vi ∈ S é

definida como

Vi = {v ∈ Rd|∀vj ∈ S, δ(v,vi) ≤ δ(v,vj)}. (2.17)
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2.2 Revisão de Métodos Utilizados na Geometria Computacional

2.2.3 Triangulação de Delaunay

No diagrama de Voronoi D(S), cada elemento v ∈ S está associado a um poliedro

de D(S). O grafo dual de D(S) tem por vértices os elementos de S e por arestas

os pares de elementos de S, cujos poĺıgonos de D(S) são vizinhos (Li & Kuo, 1998;

Zhang & He, 2006). Tal diagrama resultante é chamado de Diagrama de Delaunay

(Berg et al., 2008; Figueiredo, 1991), conforme ilustrado na Figura 2.5(b). Seja

K ∈ Rd um conjunto de pontos no espaço Euclidiano, a TD é uma triangulação

TD(K) tal que nenhum ponto em K esta contido em uma hiperesfera de um

simplexo em TD(K). Em duas dimensões, a TD pode ser modelada através de

um grafo planar G̃(V,E), composto por um conjunto de vértices V e um conjunto

de arestas E não ordenadas, como pode ser visto na Figura 2.5(c). Uma aresta

(vi,vj) ∈ G é definida se, e somente se, existir uma hiperesfera contendo o par

(vi,vj) e se todos os outros vértices de V forem exteriores a esta hiperesfera. Essa

caracteŕıstica é ilustrada na Figura 2.5(d).

(a) (b) (c)

(d)

Figura 2.5: (a) Diagrama de Voronoi. (b) Grafo Dual do Diagrama de Voronoi.
(c) Triangulação de Delaunay resultante. (d) Par de pontos de Voronoi que
possuem uma aresta em comum representado em uma Triangulação de Delaunay.
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2.2.4 Grafo de Gabriel

O grafo de Gabriel G̈ é um subconjunto de pontos do Diagrama de Voronoi e

também um subgrafo da Triangulação de Delaunay (Zhang & King, 2002), ou

seja, G̈ ⊆ G̃. Segundo (Berg et al., 2008), o grafo de Gabriel G̈ de um conjunto

de pontos S é um grafo cujo conjunto de vértices V = S e seu conjunto de arestas

E deve obedecer à seguinte definição:

(vi,vj) ∈ E↔ δ2(vi,vj) ≤
[
δ2(vi, z) + δ2(vj, z)

]
∀ z ∈ V,vi,vj 6= z (2.18)

o que implica que, para (vi,vj) constituir uma aresta de G̈, não pode haver ne-

nhum outro vértice dentro da hiperesfera cujo o diâmetro é a distância euclidiana

entre vi e vj. As Figuras 2.6(a) a 2.6(h) mostram a construção do grafo de

Gabriel de forma detalhada. É posśıvel observar na Figura 2.6(f) que a escolha

dos dois vértices em questão (ćırculo pontilhado) não satisfazem Equação (2.18).

Logo, eles não possuem uma aresta.

A respeito da ordem de complexidade, é sabido que o algoritmo intuitivo de

construção do grafo de Gabriel tem complexidade O(n3) (Zhang & King, 2002).

Entretanto, se o grafo de Gabriel for constrúıdo utilizando a estrutura da trian-

gulação de Delaunay, cuja complexidade dado o pior caso é O(n log n) a ordem

de complexidade de construção do grafo se torna O(n) (Toussaint, 1980).
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h)

Figura 2.6: Construção do grafo de Gabriel.

20



Caṕıtulo 3

Arestas de Suporte

O conjunto de arestas de suporte AS e pontos médios PM utilizados neste traba-

lho são encontrados a partir dos exemplos que compõem a margem de separação

entre as classes. A implementação do método se dá por intermédio dos seguin-

tes passos: construção do grafo de Gabriel, eliminação de sobreposição entre as

classes e detecção da borda das classes. A ordem de sequencia destes passos é

importante, uma vez que diminui a possibilidade de padrões serem escolhidos er-

roneamente para os conjuntos AS e PM, assim, aumentando a eficácia do método

onde serão utilizados. Não obstante, será mostrado neste caṕıtulo a similaridade

dos vértices do conjunto AS com os vetores de suporte da SVM.

3.1 Informação estrutural extráıda a partir de

um grafo planar

A informação estrutural é obtida através do grafo de Gabriel G̈, que depende

somente da distância entre os padrões do conjunto de treinamento. Considerando

o conjunto de dados S = {(xi,yi) | i = 1 . . . N}, onde yi ∈ {+1,−1} e xi ∈
Rn. O grafo G̈ = {V,E} de S possui um conjunto de Arestas de Suporte AS,

que representa todas arestas em E que possuem um par de vértices (xi,xj) de

classes diferentes. Não havendo sobreposição entre os dados, podemos dizer que

os vértices de AS estão localizados na margem de separação entre as classes, como

mostra a Figura 3.1. Assim, o hiperplano Hl, que passa pelo ponto médio de um
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3.2 Lidando com bases de dados com sobreposição

par pertencente a AS, corresponde a um classificador de margem máxima em

relação aos vértices xi e xj.
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Figura 3.1: Arestas de suporte AS indicadas pelos quadrados.

3.2 Lidando com bases de dados com sobreposição

Em alguns tipos de problemas, podem haver rúıdos e sobreposição entre as classes

de dados, como ilustrado na Figura 3.2. Sendo assim, a metodologia para encon-

trar o conjunto AS pode retornar vértices que estão distante da margem. Uma

solução encontrada para resolver este problema é utilizar operações da própria

teoria dos Grafos, como o grau do vértice. Segundo a definição em Christofides

(1975), o grau de um vértice representa o número de arestas conectadas a ele. No

trabalho de (Garcia et al., 2015), é proposta uma técnica de filtragem de rúıdo,

onde o grau de cada vértice informa se ele é um rúıdo ou não. Ainda de acordo

com (Garcia et al., 2015), os vértices de grau com baixo valor podem ser rotu-

lados como um posśıvel rúıdo. Baseando-se no grau do vértice, uma medida de

qualidade para cada vértice de um grafo foi proposta em Aupetit & Catz (2005):

q(xi) =
Â(xi)

A(xi)
, (3.1)

Â(xi) = {∀ xj ∈ A(xi)|yj = yi} ,
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3.2 Lidando com bases de dados com sobreposição

onde A(xi) representa o grau do vértice xi e Â(xi) descreve o grau de xi menos

os vértices de classe diferente de xi. O valor de sáıda de q(xi) pode se dividido

em 3 tipos:

1. q(xi) = 0: representa um rúıdo, ou seja, todos os vértices que compartilham

uma aresta com q(xi) são de classe diferente de q(xi).

2. q(xi) = 1: todos os vértices que compartilham uma aresta com q(xi) são

da mesma classe de q(xi).

3. 0 < q(xi) < 1: xi compartilha arestas com vértices de ambas as classes.

Nesse caso, xi pode ser um candidato ao conjunto de arestas de suporte

AS.

Para exemplificar, a Figura 3.2 ilustra cada caso apresentado acima através

de 3 vértices ocupando diferentes posições no espaço de entrada. A medida de

qualidade calculada para cada um destes vértices foram: q(x1) = 0, q(x2) = 1 e

q(x3) = 2/3.
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Figura 3.2: Base de dados com sobreposição entre as classes.
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3.2 Lidando com bases de dados com sobreposição

3.2.1 Metodologia para eliminação de sobreposição entre

classes

Baseando-se nas definições de medida de qualidade q(·) retirada de Aupetit &

Catz (2005), foi concebida uma metodologia para eliminar a sobreposição dos

dados entre as classes. O método é fundamentado em 3 passos que se seguem:

1. Para todo xi ∈ G̈, calcule q(xi) de acordo com a Equação (3.1).

2. Agrupar q(xi) por classe, tal que Q+ e Q− representam a medida de quali-

dade para os padrões com os rótulos +1 e −1, respectivamente.

3. Calcular o valor do limiar t+ e t− de cada classe como a média da medida

de qualidade pertencendo à Q+ e Q−, onde

t+ =

∑
q(xi)∈Q+

q(xi)

|Q+| , t− =

∑
q(xi)∈Q−

q(xi)

|Q−| .

4. Remover de G̈ todos os vértices cuja q(xi) é menor que t+ e t−.

O procedimento acima permite obter o conjunto AS de um problema com so-

breposição entre as classes, como mostrado na Figura 3.2. O resultado após a

remoção da sobreposição pode ser visto na Figura 3.3, onde os vértices perten-

centes a AS são marcados no formato de quadrados.
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3.3 Algoritmo para concepção do conjunto de arestas de suporte e do
conjunto de pontos médios
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Figura 3.3: Conjunto de dados após a remoção da sobreposição.

3.3 Algoritmo para concepção do conjunto de

arestas de suporte e do conjunto de pontos

médios

1. A partir de um conjunto de dados S = {(xi,yi) | i = 1 . . . N}, onde yi ∈
{+1,−1} e xi ∈ Rn, obtém-se o Grafo de Gabriel G̈ com o conjunto de

vértices sendo formado por todos os padrões de entrada, ou seja, V =

{xi | i = 1 . . . n} e o conjunto de arestas E satisfazendo a condição esta-

belecida na Equação (2.18).

2. Este passo do algoritmo é responsável por detectar e remover a sobreposição

dos dados. Para todo xi ∈ V, analisa-se o subgrafo induzido pelo vértice

xi, ou seja, o subgrafo formado pelas arestas que possuem xi como uma das

extremidades. Se {q(xi) < t+|yi = 1} ou {q(xi) < t−|yi = −1} , então xi é

considerado como rúıdo e eliminado de V.
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3.3 Algoritmo para concepção do conjunto de arestas de suporte e do
conjunto de pontos médios

3. O conjunto de vértices de AS são os padrões encontrados na borda entre

as classes. O conjunto AS é encontrado da seguinte forma: seja xi ∈ V

e, ∀ xj ∈ V com j 6= i, caso a aresta (xi,xj) for formada por vértices de

classes distintas, então ela é inclúıda no conjunto AS, conforme ilustrado

pela Figura 3.3.

4. Neste passo são calculados os pontos médios entre os exemplos que compõem

as bordas das classes. Para cada aresta (xi,xj) pertencente ao conjunto AS,

calcula-se o ponto médio entre os vértices xi e xj de acordo com a seguinte

expressão:

x̄ij =
n∑

t=1

µ(xi(t),xj(t)), (3.2)

onde n é número de caracteŕısticas (atributos) dos padrões de entrada e µ(·)
é o operador que calcula a média para o t-ésimo atributo. Após o cálculo

dos pontos médios para todas as arestas de AS, obtém-se um conjunto de

pontos médios PM relativo às bordas das classes, conforme ilustrado pela

Figura 3.4.
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Figura 3.4: Cada aresta de suporte possui um ponto médio indicado por um
asterisco.
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3.4 Maximização da Margem Utilizando Arestas de Suporte

3.4 Maximização da Margem Utilizando Ares-

tas de Suporte

Para mostrar que os vértices relativos ao conjunto de arestas de suporte AS

podem ser utilizados como ferramentas para maximizar a margem de separação

entre as classes, optou-se por demonstrar a similaridade entre as AS e os vetores de

suporte (VS) da SVM, uma vez que os VS possuem uma profunda fundamentação

matemática (Cortes & Vapnik, 1995; Vapnik, 1995), e formam uma base para

construção de um hiperplano de margem máxima.

3.4.1 Hiperplano de margem máxima

Dado o conjunto de dados S = {(xi,yi) | i = 1 . . . n}, sendo yi ∈ {+1,−1} deno-

tando o rótulo de cada padrão xi ∈ Rd, um hiperplano ótimo pode ser definido

como uma função linear f (x) = sgn
(
wTx + b

)
de parâmetros w ∈ Rd e b ∈ R,

que gera a maior margem entre as classes (Boser et al., 1992; Cortes & Vapnik,

1995).

Na formulação da SVM, o hiperplano é considerado em sua forma canônica, o

que significa que os parâmetros (w, b) são normalizados de forma que os padrões

de treinamento satisfazem |f (x) | = 1 e, consequentemente, a margem é dada

por 1
‖w‖ . Assim, o problema de aprendizado pode ser expresso como se segue:

encontrar os parâmetros w e b que maximizam a margem, enquanto garantem

que todos os padrões de treinamento sejam classificados corretamente. Ou seja:

min
(w,b)

1

2
‖w‖ (3.3)

S.t.
(
wTΦ(xi) + b

)
≥ 1, ∀xi ∈ A

(
wTΦ(xj) + b

)
≤ 1, ∀xj ∈ B

onde Φ(·) é uma função de mapeamento. Nos exemplos a seguir, será utilizado

como uma função de Kernel linear Φ(x) = x · xT ; A e B são dois conjuntos

de dados linearmente separáveis (classes). A Figura 3.5 mostra um hiperplano

ótimo encontrado a partir do método SVM.
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Figura 3.5: Hiperplano encontrado a partir do método SVM.

Uma interpretação do problema de encontrar o hiperplano ótimo para separar

dois conjuntos de dados é encontrada no trabalho de Bennett & Bredensteiner

(2000). Nesse trabalho, uma forma de encontrar o hiperplano de separação é

construir o fecho convexo de cada conjunto (classe) e encontrar os pontos c e d

mais próximos dos dois conjuntos de fecho convexo (vide Figura 3.6). É constrúıdo

um segmento de reta através destes dois pontos, onde um plano ortogonal que

corta o segmento de reta em seu ponto mediano é escolhido como o hiperplano

de margem máxima. Uma representação esquemática é mostrada na Figura 3.6.

O conjunto de fecho convexo constitui todos os pontos que podem ser escritos

como uma combinação convexa de pontos do conjunto de dados original (Berg

et al., 2008). Uma combinação convexa de pontos é uma soma ponderada de pesos

cuja soma é igual a um. Assim, fazendo as coordenadas dos padrões da classe A ser

dado por uma matriz AnA×d com nA linhas e d colunas. Uma combinação convexa

de pontos em A é definida matematicamente como u1A1, u2A2, . . . , unA
AnA

=

uTA, com Ai denotando a i-ésima linha (padrão) de A e u ∈ Rd. A classe B é

definida de forma análoga.

Dada estas definições, o problema de encontrar os pontos mais próximos entre

dois conjuntos de fecho convexo uTA e vTB, pode ser escrito como se segue:
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Figura 3.6: Hiperplano gerado através dos dois pontos mais próximos de dois
conjuntos de fecho convexo.

min
(u,v)

1

2

∥∥uTA− vTB
∥∥ (3.4)

S.t. eTu = 1, eTv = 1, u ≥ 0, v ≥ 0

Onde e é dado por e = {ei = 1|i = 1 . . . n}. Fazendo ū e v̄ ser uma solução

ótima de (3.4). O vetor normal ao hiperplano é a diferença entre os pontos mais

próximos c = ūTA e d = v̄TB. Assim, w = c − d = ūTA − v̄TB. O bias, b, é

a distância da origem até o ponto mediano entre c e d ao longo do vetor normal

w, ou seja, b = (c+d)T

2
w.

3.4.2 Maximização da Margem baseada no Grafo de Ga-

briel

Considerem-se dois conjuntos de dados linearmente separáveis A e B de diferentes

classes. Os padrões que serão utilizados para encontrar o hiperplano separador

podem ser selecionados também através de um método de otimização (Torres

et al., 2014a). Fundamentado por intermédio da função (3.4) e na definição do
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3.4 Maximização da Margem Utilizando Arestas de Suporte

grafo de Gabriel apresentada na Seção 2.2.4, o algoritmo para encontrar um par

de arestas de suporte AS definido na Seção 3.3 pode ser escrito como

f(A,B) = min
(u,v)

1

2

∥∥uTA− vTB
∥∥ (3.5)

S.t.

δ2(uTA,vTB) ≤
[
δ2(uTA, z) + δ2(vTB, z)

]

eTu = 1, eTv = 1, u ≥ 0, v ≥ 0 ,

∀ z,u,v ∈ {(A ∪B) \Ψt−1}, para {uTA,vTB} 6= z, u ∈ {0, 1}, v ∈ {0, 1}, onde

Ψt−1 é o conjunto de pares de padrões selecionados {u,v} até a iteração t − 1.

Note-se que, a cada iteração, o método seleciona o par de padrões mais próximos

entre as duas classes. O tamanho da margem ρ é avaliado como

ρ =
∑

{(ψA,ψB)∈Ψ}

1

2

∥∥ψA
TA− ψB

TB
∥∥2

(3.6)

onde ψA é o conjunto de padrões selecionados na borda do conjunto A. De forma

análoga, ψB são os padrões selecionados em B. O conjunto de arestas de suporte

AS é formado como AS = {ψA ∪ ψB}.
Uma vez selecionado o conjunto AS, o hiperplano H pode ser encontrado

utilizando-se a pseudo-inversa linear Moore-Penrose (Albert, 1972) de Ψ:

w = Ψ†y (3.7)

onde w é o vetor de pesos que define H, Ψ† é a pseudo-inversa e Ψ é dado por:

Ψ =




ψ11 ψ12 · · · ψ1d 1
ψ21 ψ22 · · · ψ2d 1

...
...

. . .
...

...
ψk1 ψk2 · · · ψkd 1


 (3.8)

sendo k a cardinalidade de Ψ e d, o número de dimensões dos padrões.

A solução encontrada utilizando a pseudo-inversa minimiza a norma de se-

paração do hiperplano, se os padrões selecionados forem vetores de suporte (Guyon,
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3.4 Maximização da Margem Utilizando Arestas de Suporte

2006). Como o método proposto visa encontrar os padrões da borda, que são os

mais próximos entre as classes, é claro que Ψ aproxima um vetor de dados gerado

por um classificador SVM. Como exemplo, a Figura 3.7 mostra dois hiperplanos,

um deles encontrado por um classificador SVM e o outro pelo método proposto.

Pode ser visto que as duas soluções são muito próximas.

Observe-se que a primeira restrição da Função (3.5) é na verdade a definição

do grafo de Gabriel apresentado na Equação (2.18). Como mostrado na função

de minimização (3.4), quando uTA − vTB é minimizado a margem é maximi-

zada (Bennett & Bredensteiner, 2000). Todavia, neste método proposto, não é

necessário encontrar o fecho convexo, porque os padrões selecionados pertencem

ao conjunto de dados.
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Figura 3.7: Comparação entre o classificador Geométrico gerado a partir da aresta
de suporte e o classificador obtido pela SVM.
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Caṕıtulo 4

Abordagens Propostas

Neste Caṕıtulo são mostradas as contribuições da tese. A ordem de apresentação

segue a ordem em que os métodos foram originados. Assim, é posśıvel observar a

evolução desde a primeira abordagem, que foi um decisor para o método MOBJ

até chegar no desenvolvimento de um novo método de classificação.

4.1 Um decisor de margem larga para o método

MOBJ

O problema da generalização em Redes Neurais Artificiais (RNAs) foi anali-

sado formalmente por V. Vapnik (Vapnik, 1995, 1998), que demonstrou, com

o prinćıpio indutivo de minimização estrutural do risco (MER), que para se obter

uma solução eficiente para o problema do aprendizado é necessário minimizar dois

objetivos conflitantes: o erro de treinamento e a capacidade (ou complexidade)

da classe de funções fornecida pela máquina de aprendizagem. Tais objetivos não

devem ser apenas minimizados, mas também equilibrados; caso contrário, o mo-

delo resultante não generalizará bem. Essa ideia é análoga ao conhecido dilema

entre a polarização e a variância, descrito inicialmente em Geman et al. (1992).

Grande parte das técnicas para controle de generalização, tais como as redes

de regularização (Girosi et al., 1995), o método weight decay (Hinton, 1989) e

os algoritmos de poda (pruning) (Reed, 1993), minimizam ambos o erro e a

complexidade implicitamente através de um único funcional custo, determinando
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4.1 Um decisor de margem larga para o método MOBJ

seu equiĺıbrio através do ajuste de um ou vários parâmetros (como, por exemplo,

o parâmetro que controla a regularização).

Além disto, a formulação multiobjetivo do aprendizado (MOBJ) fornece uma

abordagem alternativa para a implementação do prinćıpio de MER através da

minimização expĺıcita (separada) do erro de treinamento e de uma medida que

reflete a complexidade da rede (Costa et al., 2007; Jin & Sendhoff, 2009; Kokshe-

nev & Braga, 2010; Teixeira et al., 2000). Sabe-se, porém, que na abordagem

MOBJ não é posśıvel minimizar esses objetivos simultaneamente, pois o ótimo

de um funcional raramente corresponde ao ótimo do outro. Assim, não existe um

único ótimo, mas um conjunto deles, que formam o conjunto Pareto-Ótimo PO.

A formulação MOBJ para o treinamento de RNAs resulta então em um conjunto

de soluções PO que corresponde aos melhores compromissos entre os funcionais

erro e complexidade, como é mostrado na Figura 2.3.

Uma vez obtido o conjunto PO, a escolha da solução final através de um

decisor constitui a etapa mais cŕıtica do algoritmo MOBJ. De acordo com o

prinćıpio MER, a solução escolhida deve fornecer um equiĺıbrio adequado entre

os funcionais minimizados, para evitar o sub ou o sobreajuste do modelo aos dados

de treinamento. Estratégias para seleção da solução final no aprendizado MOBJ

têm sido propostas, tais como o decisor por mı́nimo erro de validação (Teixeira

et al., 2000) e o decisor baseado em conhecimento prévio (Medeiros et al., 2009).

Cabe ressaltar, no entanto, que a eficiência desses decisores pode ficar limitada em

situações em que o conjunto de dados é muito pequeno e informação a priori sobre

o processo de amostragem dos dados não se encontra dispońıvel. Infelizmente,

essas caracteŕısticas são frequentes em problemas reais de aprendizado.

Tendo em vista essas dificuldades, é apresentado uma nova estratégia de de-

cisão direcionada a problemas de classificação de padrões. Usando ferramentas

da Geometria Computacional (Berg et al., 2008), foi desenvolvimento um método

de um decisor que busca pela solução do conjunto PO que possui a maior margem

(ou distância) de separação entre as classes. Na abordagem proposta, o espaço

de entrada é modelado através do grafo de Gabriel. A partir do grafo foi posśıvel

encontrar a margem de separação entre as classes, além de eliminar elementos

ruidosos na distribuição, como mostrado na Seção 3.3. Para encontrar a solução

de maior separação entre as classes, foi proposta a inserção de novas amostras
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4.1 Um decisor de margem larga para o método MOBJ

advindas de uma distribuição normal multivariada. Estes exemplos foram asso-

ciados ao conjunto de hiperesferas ES, onde cada centro é uma coordenada de

um ponto médio pertencente ao conjunto PM. Para encontrar o classificador de

maior margem, o decisor seleciona a solução do conjunto PO que classifica as

amostras relativas a todas hiperesferas do conjunto ES com a menor variância.

4.1.1 Decisor Proposto

A partir de um conjunto de dados S = {(x,y) | i = 1 . . . n}, sendo xi ∈ Rd,

yi = {−1, 1} e n representando o tamanho de S. O conjunto S é transformado

em um grafo de Gabriel, conforme definido na Seção 2.2.4 e editado na Seção 3.3,

onde são obtidos também os conjuntos AS e PM. PM representa o conjunto de

pontos médios de S, e AS ⊂ S é o conjunto de arestas de suporte AS.

A partir do conjunto de pontos médios PM, é gerado um outro conjunto ES de

nES hiperesferas. Para cada hiperesfera ESi, é associada uma distribuição normal

multivariada da forma N(µi = PMi,Σi), onde Σi = Id · σ2, ou seja, o centro de

cada uma dessas hiperesferas é associado à coordenada de um ponto médio. E o

σi é calculado como ±3 desvios padrões da média como

Ri = 3σi, (4.1)

σi =
Ri

3
, (4.2)

onde o raio

Ri =
1

2
(ci + di), ∀i (ci,di) ∈ ASi, (4.3)

sendo (ci,di) ∈ ASi, um par de vértices de uma aresta de suporte. Assim,

garantindo estatisticamente que 99,7% dos valores encontram-se a uma distância

da média inferior a 3 vezes o desvio padrão.

O conjunto de distribuições é definido como N = {N(µi,Σi) | i = 1 . . . nES},
sendo a distribuição Ni expressa na forma Ni = {(xi,yi) | i = 1 . . . nµ}, em que

xi ∈ Rd, yi = {−1, 1} e nµ representando o tamanho de Ni. Os padrões per-

tencentes a Ni são rotulados na mesma proporção numérica para cada classe

{−1, 1}.
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4.1 Um decisor de margem larga para o método MOBJ

O propósito do decisor é selecionar, dentre as soluções do conjunto Pareto-

Ótimo, a solução mais próxima dos pontos médios. Diferentemente da rede neural

MLP, que tem como sáıda apenas uma solução (uma única rede treinada), o

MOBJ tem como sáıda várias soluções para o mesmo problema, onde cada solução

possui uma complexidade diferente. Seja cada uma delas um hiperplano Hi =

{w, b}, onde w é o vetor de pesos da rede neural e b o bias. O hiperplano escolhido

pelo decisor deve ter complexidade suficiente para classificar os rúıdos presentes

no conjunto de hiperesferas.

Para um dado classificador Hi, cada distribuição do conjunto N é classificada

da seguinte forma

fN(t) = f̂H(Nt,Hi), t = {1 . . . nES} (4.4)

onde

f̂H(Nt,Hi) = sgn
(
wTΦ(x) + b

)
, {w, b} ∈ Hi, x ∈ Nt, (4.5)

sgn(·) é uma função sinal e Φ uma função de mapeamento. A proporção de

classificação para cada classe dado um conjunto Ni é expressa como

y+
i =

1

nES

∑

(y 6=−1)

y, (4.6)

y−i =
1

nES

∑

(y 6=1)

y, (4.7)

onde y = fN(i), e y−i é a porcentagem de elementos de um conjunto Ni classifi-

cados como da classe negativa (−1) e y+
i da classe positiva (+1). O intuito é que

se possa classificar corretamente os padrões de cada classe, de forma que o hi-

perplano classificador passe pela média da distribuição, ou seja, no ponto médio.

Assim, maximizando a margem de separação entre as classes.

Dadas as matrizes {Mi, Z} ∈ RnES×2, para cada classificador Hi existirá uma

matriz Mi, tal que
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Mi =




y+
1 y−1

y+
2 y−2
...

...
y+
nES

y−nES


 , (4.8)

que será comparada com a matriz

Z =




z1 z1

z2 z2
...

...
znES

znES


 , (4.9)

onde z representa o valor esperado da porcentagem de cada classe, ou seja, ∀i zi =
1
2
. O classificador escolhido será o que tiver a menor variância entre as matrizes

Mi e Z ou, equivalentemente, aquele que mais se aproxima dos pontos médios3.

A comparação entre as matrizes é calculada através da soma total de quadrados

(STQ), dispońıvel como uma das informações de sáıda do método estat́ıstico two-

way analysis of variance (ANOVA2) (Hogg & Ledolter, 1987) e calculado como

fσ(Mi, Z) =

Soma Total de Quadrados︷ ︸︸ ︷
N∑

i=1

2∑

j=1

(Xi,j)
2 −

(
2∑

i=1

X i

)2

, (4.10)

onde

X =

Média entre os grupos︷ ︸︸ ︷[
1
2

2∑
i=1

X i,1
1
2

2∑
i=1

X i,2

]
∈ R1×2, (4.11)

X =

Média dentro dos grupos︷ ︸︸ ︷


1
nES

nES∑
i=1

Xi,1
1
nES

nES∑
i=1

Xi,2

1
nES

N/2∑
i=nES+1

Xi,1
1
nES

nES∑
i=nES+1

Xi,2



∈ R2×2, (4.12)

X =

[
Mi

Z

]
∈ RN×2, N = 2(nES). (4.13)

3Neste caso, a média µ da distribuição dos dados de cada hiperesfera.
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Por fim, o critério de seleção é o classificador que minimiza

H∗ = min fσ(Mi, Z), i = {1 . . . nH} , (4.14)

onde nH representa o número de classificadores, fσ(·) é a Equação (4.10), que

retorna o valor da STQ para o i-ésimo classificador de H, e H∗ é o classificador

escolhido como o de menor valor da STQ.

4.1.2 Experimentos com base de dados sintéticas

Com o objetivo de verificar o decisor, experimentos foram conduzidos com qua-

tro benchmarks : Corners, Full Moon, Cluster e Half Kernel. O algoritmo de

treinamento MOBJ (Teixeira et al., 2000) teve seus parâmetros ajustados da se-

guinte forma. O conjunto PO de soluções foi composto por 30 redes MLP com

15 neurônios na camada oculta. Foi utilizada a função de transferência sigmóide

para a camada oculta e de sáıda, e a diferença de norma euclidiana (complexi-

dade) entre as soluções foi de ∆ ‖w‖ = 0.5 (Teixeira, 2001). As Figuras 4.1(a) a

4.4(d) apresentam os resultados, e as Figuras 4.5(a) a 4.5(d) apresentam o con-

junto Pareto para cada benchmark, onde a solução escolhida é representada pelo

circulo preenchido.

Para comparar os resultados dos benchmarks gerados através do método MOBJ-

clas, foi utilizada uma SVM com função de kernel gaussiana de base radial, onde

os parâmetros do Kernel e regularização para SVM foram encontrados através

de validação cruzada com 10 partições e busca em grid. A implementação deste

método se deu através dos pacotes Kernlab e Caret dispońıveis para linguagem

R (R Core Team, 2015). As Figuras 4.6(a) a 4.6(d) apresentam os resultados

do método SVM aplicado aos benchmarks : Corners, Full Moon, Cluster e Half

Kernel.
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Benchmark Corners
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Figura 4.1: (a) Conjunto de dados do benchmark Corners. (b) Conjunto de
soluções. (c) Solução escolhida vista com as hiperesferas. (d) Solução final.
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Benchmark Full Moons
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Figura 4.2: (a) Conjunto de dados do benchmark Full Moons. (b) Conjunto de
soluções. (c) Solução escolhida vista com as hiperesferas. (d) Solução final.
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Benchmark Cluster
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Figura 4.3: (a) Conjunto de dados do benchmark Cluster. (b) Conjunto de
soluções. (c) Solução escolhida vista com as hiperesferas. (d) Solução final.
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Benchmark Half Kernel
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Figura 4.4: (a) Conjunto de dados do benchmark Half Kernel. (b) Conjunto de
soluções. (c) Solução escolhida vista com as hiperesferas. (d) Solução final.
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Conjunto Pareto dos benchmarks
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Figura 4.5: (a) Conjunto Pareto do benchmark Corners. (b) Conjunto Pareto do
benchmark Full Moons. (c) Conjunto Pareto do benchmark Cluster. (d) Conjunto
Pareto do benchmark Half Kernel.
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Benchmark utilizando SVM
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Figura 4.6: (a) SVM aplicada ao benchmark Corners. (b) SVM aplicada ao
benchmark Full Moons. (c) SVM aplicada ao benchmark Clusters. (d) SVM
aplicada ao benchmark Half Kernel.
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4.1.3 Metodologia para experimento em base de dados

reais

Os experimentos foram realizados com 17 bases de dados reais de n-dimensões e

tamanhos diferentes. Sendo que 15 destas, foram obtidas do repositório UCI (Ba-

che & Lichman, 2013). A base de dados “Appendicitis data set” foi obtida

do repositório Keel Data Set Repository (Alcalá et al., 2010) e a base “Bre-

ast Cancer Hess Probes” em (Hess et al., 2006). Estas bases são referencia-

das em inúmeros trabalhos na literatura, o que as torna um bom benchmark

para este trabalho. Todas as bases utilizadas no trabalho são binárias, são

elas: Appendicitis data set(appendicitis), Stalog Australian Credit(australian),

Banknote Authentication Data Set(Banknote), Blood Transfusion Service Cen-

ter Data Set(blood), The Wisonsin Breast cancer(breastcancer), Breast Can-

cer Hess Probes(BcrHess) Bupa liver disorders(bupa), Climate Model Simulation

Crashes Data Set(climate), Pima Indians Diabetes Data Set(diabetes), Fertility

Data Set(fertility), Statlog German Credit Data Set(german), Glass Identification

Data Set(glass), Haberman’s Survival Data Set(haberman), Statlog Heart Data

Set(heart), Indian Liver Patient Dataset(ILPD), Parkinsons Data Set(parkinsons)

e Breast Cancer Wisconsin Prognostic Data Set(wpbc).

Todas estas bases passaram pelas seguintes etapas de pré-processamento: fil-

tragem de rúıdo, remoção de amostras contendo atributos faltantes e norma-

lização dos dados entre {−1, 1}. A base de dados glass foi transformada em um

problema de classificação binária, uma vez que no seu formato original é com-

posta por 7 classes. O procedimento de transformação pode ser visto em Castro

& Braga (2013). Para garantir relevância estat́ıstica, o experimento foi repetido

usando validação cruzada com 10 partições. A medida de desempenho foi feita

através da média da AUC(Area under the curve) (Fawcett, 2006).

4.1.4 Resultados

Os métodos SVM e LSSVM-RBF (Suykens & Vandewalle, 1999) foram utiliza-

dos para comparar o nosso decisor (MOBJ-clas). Duas configurações de Kernels

foram utilizadas. A primeira, SVM-RBF e LSSVM-RBF com função de bases
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radiais, e SVM-Poly com função polinomial. Os parâmetros de Kernel e regu-

larização para SVM-RBF e SVM-Poly foram encontrados através de validação

cruzada com 10 partições e busca em grid. A implementação destes métodos se

deu através dos pacotes Kernlab e Caret dispońıveis para linguagem R (R Core

Team, 2015).

Para gerar as soluções necessárias para os decisores de validação (MOBJ-VAL)

e MOBJ-clas, o algoritmo de treinamento MOBJ (Teixeira et al., 2000) teve seus

parâmetros ajustados da seguinte forma: o conjunto PO de soluções foi composto

por 150 redes MLP com 10 neurônios na camada oculta (Teixeira, 2001). Foi

utilizada a função de transferência tangente hiperbólica para a camada oculta

e de sáıda. A diferença de norma euclidiana (complexidade) entre as soluções

foi de δ||w|| = 0.03. Ao contrário do nosso decisor, que pode utilizar todo o

conjunto de dados de treinamento para tomada de decisão, o decisor MOBJ-VAL

depende de um subconjunto dos dados de treinamento, chamado de conjunto de

validação. Este conjunto funciona como um conjunto de pré-teste para determinar

entre as soluções do conjunto PO qual será a escolhida. Para este experimento, o

conjunto de validação foi composto por 20% dos dados de treinamento escolhidos

aleatoriamente.

A Tabela 4.1 mostra os valores da média da AUC e desvio padrão obtidos

pelos métodos MOBJ-clas, MOBJ-VAL, SVM-RBF, SVM-Poly e LSSVM-RBF

sobre as 17 bases de dados. Os melhores valores encontram-se em negrito. As

quatro últimas colunas dessa tabela mostram as caracteŕısticas de cada base, em

que Nd é o número de dimensões, N é o número total de amostras. A quantidade

de elementos de cada classe da base de dados são denotados por N+ e N−,

respectivamente.
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Tabela 4.1: Resultados do decisor para o método MOBJ: média da AUC e carac-
teŕısticas das bases de dados. Os melhores valores encontram-se em negrito.

Base de Dados MOBJ-clas MOBJ-VAL SVM-RBF SVM-Poly LSSVM-RBF Nd N N+ N−

appendicitis 0.788±0.165 0.678±0.199 0.707±0.224 0.718±0.222 0.687±0.234 7 106 21 85
australian 0.864±0.044 0.852±0.05 0.863±0.059 0.862±0.056 0.862±0.042 14 690 307 383
banknote 0.981±0.008 0.983±0.009 1±0 1±0 0.999±0.004 4 1372 610 762
blood 0.565±0.038 0.552±0.031 0.63±0.058 0.624±0.043 0.616±0.045 4 748 178 570
breastcancer 0.96±0.036 0.963±0.036 0.969±0.02 0.967±0.02 0.955±0.027 9 683 444 239
breastHess 0.766±0.084 0.707±0.114 0.791±0.115 0.79±0.093 0.735±0.098 30 133 99 34
bupa 0.674±0.06 0.675±0.074 0.663±0.053 0.665±0.052 0.674±0.076 6 345 145 200
climate 0.803±0.104 0.777±0.137 0.525±0.056 0.55±0.09 0.645±0.169 18 540 494 46
diabetes 0.721±0.045 0.723±0.047 0.711±0.048 0.716±0.05 0.714±0.058 8 768 500 268
fertility 0.597±0.197 0.489±0.023 0.5±0 0.5±0 0.578±0.184 9 100 12 88
german 0.668±0.04 0.673±0.05 0.655±0.038 0.658±0.038 0.657±0.048 24 1000 700 300
glass 0.883±0.158 0.833±0.192 0.846±0.202 0.846±0.202 0.822±0.203 9 214 29 185
haberman 0.575±0.076 0.555±0.072 0.535±0.056 0.508±0.039 0.552±0.092 3 306 225 81
heart 0.835±0.066 0.802±0.11 0.832±0.085 0.832±0.082 0.828±0.071 13 270 150 120
ILPD 0.532±0.037 0.525±0.024 0.502±0.006 0.5±0 0.572±0.07 10 579 414 165
parkinsons 0.765±0.063 0.743±0.068 0.753±0.062 0.769±0.059 0.813±0.116 22 195 147 48
wpbc 0.65±0.114 0.584±0.122 0.496±0.011 0.493±0.014 0.576±0.112 33 194 46 148

Média do Rank R(L) 2.088 3.411 3.176 3.088 3.235

4.1.5 Teste de significância

Para comparar e analisar os resultados, foi utilizado o teste não-paramétrico

de Friedman, que de acordo com Demšar (2006) é o teste mais indicado para

comparar múltiplos classificadores. No teste de Friedman é criado um rank dos

classificadores para cada base de dados, onde o valor da média do rank R(Li)

para cada classificador Li ∈ L é utilizada para formular a seguinte hipótese H0:

Todos os classificadores são equivalentes, então a média dos ranks são iguais

R(L) =
∑N

i R(Li). A estat́ıstica de Friedman

FF =
(M − 1)χ2

F

M(L− 1)− χ2
F

(4.15)

é distribúıda segundo a distribuição F de Fisher-Snedecor com (L − 1) e (L −
1)(M − 1) graus de liberdade, onde

XF =
12 ·M

K(K + 1)

[
N∑

i

R(Li)
2 − K(K + 1)2

4

]
. (4.16)

Em nosso experimento, a estat́ıstica FF é distribúıda de acordo com a distri-

buição F com 4 graus de liberdade para o numerador e 64 para o denominador.

Considerando o valor cŕıtico F (4, 64) é 2.515 para α = 0.05, a linha final da
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4.1 Um decisor de margem larga para o método MOBJ

Tabela 4.4 representa a média do rank (R(L)) alcançada por todos os métodos.

O valor correspondente a FF é 1.967 e assim, desde que FF < F (4, 64), H0 não

pode ser rejeitada, a um ńıvel de significância (α) de 5%. Com base nos valores

das estat́ısticas FF para a AUC, pode-se afirmar que os métodos testados são

estatisticamente equivalentes.

Afim de explorar a principal vantagem do decisor MOBJ-clas, que é a uti-

lização de todo o conjunto de treinamento, foi realizado um novo teste estat́ıstico,

onde foram retiradas as bases com maior número de elementos. As bases sele-

cionadas foram banknote e german, contendo 1372 e 1000 elementos, respectiva-

mente.

Neste segundo experimento, a estat́ıstica FF é distribúıda de acordo com a

distribuição F com 4 graus de liberdade para o numerador e 56 para o denomi-

nador. Considerando que o valor cŕıtico F (4, 64) é 2.536 para α = 0.05, o valor

correspondente a FF é 2.671 e assim, desde que FF > F (4, 64), H0 é rejeitada com

um ńıvel de significância (α) de 5%. Segundo Demšar (2006), caso a hipótese H0

for rejeitada, segue-se então com o teste post-hoc. Ainda de acordo com Demšar

(2006), dois classificadores são estatisticamente diferentes, se os ranks médios de

dois algoritmos diferem de pelo menos,

CD = qα

√
K(K + 1)

6N
, (4.17)

a diferença é considerada significativa com ńıvel de confiança de 1-α. Para en-

contrar o valor cŕıtico CD da Equação (4.17) foi utilizado o teste de Bonferroni-

Dunn (Demšar, 2006) para 5 classificadores. A Figura 4.7 mostra um diagrama

com o valor da média de cada método. Dois métodos são estatisticamente diferen-

tes se o intervalo entre eles é disjunto, o que acontece com o método MOBJ-VAL

em relação ao método RBF-clas. A partir deste teste, pode-se concluir que o

método MOBJ-clas possui a melhor média entre todos os métodos comparados.

Os resultados mostram que nossa abordagem, para este experimento, foi esta-

tisticamente equivalente aos seguintes métodos: SVM-RBF, SVM-Poly, LSSVM-

RBF. O Decisor proposto provou ser melhor estatisticamente que o decisor de

validação ao utilizar bases com menor número de amostras.
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1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

LSSVM-RBF

SVM-Poly

SVM-RBF

MOBJ-VAL

MOBJ-CLAS

Figura 4.7: Diagrama de diferença cŕıtica do teste post-hoc. Os métodos repre-
sentados pelas linhas horizontais pontilhadas são estatisticamente diferentes do
método MOBJ-clas.

4.2 Encontrando parâmetros do Kernel Gaus-

siano de uma rede RBF

Através de uma função não linear ϕ(·), a rede neural Radial Basis Function (RBF)

realiza o mapeamento dos dados do espaço de entrada Rd para um espaço de alta

dimensionalidade Rd+ , tal que d+ >> d. De acordo com o teorema de Cover

(Cover, 1965), neste novo espaço, o problema pode ser separado linearmente

de forma mais simples. Este prinćıpio é compartilhado pelas Support Vector

Machines (SVM) (Cortes & Vapnik, 1995), que utilizam kernels previamente

ajustados para a indução de um mapeamento não linear, seguido da estimação

de um hiperplano de margem máxima.

Em contraste com a rede Multilayer Perceptron (MLP), que pode ser proje-

tada com mais de uma camada escondida, a rede RBF, geralmente, é formulada

com apenas uma camada escondida, como mostra a Figura 4.8. O primeiro passo

para a construção da topologia da rede RBF é encontrar o número de neurônios

da camada escondida que corresponde ao número de funções base ϕ(·). Nor-
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4.2 Encontrando parâmetros do Kernel Gaussiano de uma rede RBF

malmente, ϕ(·) é descrita como uma função gaussiana ϕ(x) = exp
(
||x−ci||2

2σ2
i

)
,

sendo, portanto, necessário definir os valores do centro ci e do raio σi para

cada i-ésimo neurônio oculto. Estudos propostos na literatura para determinação

dos centros e, consequentemente, do número de neurônios ocultos, são baseados

nos seguintes métodos: K-médias e suas variações (Sing et al., 2003), Fuzzy C-

means(FCM) (Chiu, 1994), redes Self-Organizing Maps(SOM) (Kohonen, 1990) e

Winner-takes-all(WTA) (Duda et al., 2012). É importante ressaltar que, no uso

dos métodos k-médias e FCM, é necessário definir pelo menos um parâmetro a

priori : o número k de centros. Os raios σi das funções ϕ(·) são normalmente de-

finidos de forma emṕırica ou com base nas distâncias euclidianas entre os centros.

Outra forma de se encontrar os parâmetros ci e σi é através do uso de validação

cruzada (Kohavi et al., 1995).

𝐻1

∑

Gating Network

𝑓(𝐱)

𝑐1(𝐱)

𝐱

ℎ1(𝐱)

ℎ2(𝐱)

ℎ𝑚(𝐱)

𝐻2

𝐻𝑚

𝑐2(𝐱)

𝑐𝑚(𝐱)

Figura 4.8: Topologia da Rede RBF.

As próximas Seções apresentam uma nova estratégia direcionada a problemas

de classificação, onde valores ótimos de ci e σi são encontrados sem a necessidade

de qualquer informação a priori. Usando ferramentas da Geometria Computaci-

onal (Berg et al., 2008), o método proposto busca pelos padrões pertencentes à

margem de separação das classes, de forma que estes exemplos são assinalados

como centros das funções base ϕ(·) de uma rede RBF. Além de não necessitar de

parâmetros adicionais para a obtenção dos centros, esta abordagem conta com as

coordenadas geométricas de cada exemplo da margem para encontrar o respectivo

σi de cada neurônio.
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4.2.1 Rede Neural RBF

Uma rede neural RBF (Radial Basis Function) é considerada uma rede neural ar-

tificial que utiliza funções de bases radiais como funções de ativação dos neurônios

da camada escondida. Formalmente, a rede RBF é constrúıda utilizando somente

três camadas, como mostra a Figura 4.8. A primeira camada é responsável pela

entrada dos padrões na rede. A segunda, também conhecida como camada es-

condida, realiza o mapeamento dos padrões de entrada para um espaço de alta

dimensionalidade, utilizando funções de ativação de bases radiais não lineares.

E a terceira, a camada de sáıda, é responsável pela resposta da rede após os

est́ımulos apresentados pelos padrões de entrada.

De acordo com o teorema de Cover (Cover, 1965), o problema de classificação

inicialmente formulado no espaço de entrada, que é posteriormente transformado

em um espaço de alta dimensão, torna-se mais fácil de ser separado linearmente.

Na formulação da rede RBF, o problema de classificação é transformado em um

problema de aproximação de função em um espaço multi-dimensional. Neste novo

espaço, também conhecido por espaço de caracteŕısticas, o objetivo é encontrar o

modelo que gera a melhor aproximação dos dados de treinamento (Haykin, 1999).

Para realizar o mapeamento dos dados para o espaço de caracteŕısticas, a RBF

faz uso de funções bases diferente das sigmoides utilizadas na rede MLP. Estas

funções bases são utilizadas como funções de ativação dos neurônios da camada

intermediária da rede (segunda camada), vide Figura 4.8. Dado o conjunto de

dados S = {xi,yi|i = 1...n} onde xi = {xi ∈ Rd|i = 1, 2...n} e yi ∈ {−1, 1},
sendo n o tamanho de S . O problema se traduz em minimizar a função

arg min
w

n∑

i=1

‖F̂ (xi)− yi‖, (4.18)

em que

F̂ (x) =
m∑

i=1

wiϕ(x, ci), (4.19)

ϕ(x, ci) = exp

(
−‖x− ci‖2

2σ2
i

)
, (4.20)
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ci é o centro da função de ativação do neurônio i, e σi é o raio de abrangência da

função.

Para encontrar os parâmetros σi e ci, utilizados na função de ativação gaus-

siana mostrada na Equação (4.20), são utilizadas heuŕısticas. Os métodos mais

utilizados são: K-médias, FCM, rede SOM e WTA. Na maioria das vezes, esses

métodos necessitam de mais parâmetros além do número de centros já defini-

dos. Após encontrados estes parâmetros, o vetor de pesos w que minimiza a

Equação (4.18) é calculado através da Equação (4.21).

w = Ψ†y, (4.21)

onde

Ψ =




β11 β12 · · · β1N

β21 β2,2 · · · β2N
...

...
. . .

...
βm1 βm2 · · · βmN


 , (4.22)

βij = wiϕ(xj, ci).

e Ψ† é a pseudo-inversa linear Moore-Penrose (Albert, 1972) de Ψ.

4.2.2 Metodologia

Dado o conjunto de arestas de suporte AS representado o conjunto de dados

S = {(x,y) | i = 1 . . . n}, sendo xi ∈ Rd, yi = {−1, 1} e n representando o

tamanho de S. Cada par de vértices que forma uma aresta de AS é utilizado

como centro da função de ativação dos neurônios da rede RBF, ou seja, cada

exemplo que compõe AS é um centro ci ∈ AS para função de ativação ϕi de um

neurônio da rede. O número de exemplos no conjunto AS é igual ao número m de

neurônios da camada escondida da rede RBF. O raio σi do i-ésimo neurônio da

rede é dado como Σi = Id · σ2, ou seja, o centro de cada uma dessas hiperesferas

é associado à coordenada de um vértice de AS. Baseando-se na metodologia

encontrada em Bishop (1995), onde o σ é igual a duas vezes o espaçamento médio
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entre os centros. Nesta abordagem, o valor do σi é dado pelo valor do diâmetro

da hiperesfera calculado como

σi = 2Ri (4.23)

onde o raio

Ri =
1

2
(ci + di), ∀i (ci,di) ∈ ASi, (4.24)

sendo (ci,di) ∈ ASi, um par de vértices de uma aresta de suporte. A Figura 4.9

mostra os respectivos centros ci e raios σi de cada neurônio, onde (di = σi), e

j é o ponto médio mais próximo de ci. A Figura 4.10 apresenta o resultado do

método aplicado ao benchmark Two Moons.

Figura 4.9: Centros e raios das funções de ativação dos neurônios da camada
intermediária.
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Figura 4.10: Metodologia proposta aplicada ao benchmark Two Moons.

4.2.3 Resultados

As bases de dados utilizadas neste método estão descritas na Seção 4.1.3, jun-

tamente com a metodologia de processamento das mesmas. Afim de testar o

desempenho do método RBF-clas, foram realizados 2 experimentos.

4.2.3.1 Experimento I

No primeiro experimento, para selecionar o número de centros da rede RBF

foram utilizados os seguintes métodos: Silhouette (Rousseeuw, 1987), Affinity

propagation (Frey & Dueck, 2007) e um método aleatório. Em seguida, foram

utilizados os métodos K-médias e FCM para seleção dos centros. O nome utilizado

para cada metodologia está descrito na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Representação dos nomes utilizados em cada metodologia para seleção
e número K de centros para serem utilizados no projeto da rede RBF.

Nome Método para seleção dos centros. Método para seleção do número dos centros.

K-Silhouette K-médias Silluete
K-Affinity propagation K-médias Affinity
K-Aleatório K-médias Aleatório
F-Silhouette FCM Silluete
F-Affinity propagation FCM Affinity
F-Aleatório FCM Aleatório
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Para encontrar o valor do σ foram utilizadas duas metodologias descritas

em Bishop (1995). Na primeira metodologia, o valor do sigma σ é igual a duas

vezes o espaçamento médio entre os centros, ou seja,

2

K

K∑

i=1

K∑

j=i+1

‖ci − cj‖, (4.25)

onde K é o número de centros e ‖·‖ o operador que realiza a distância Euclidiana.

Na segunda, o valor de σ é encontrado através da média dos L vizinhos mais

próximos de cada centro. Neste experimento, foi utilizado L = 1, onde cada σi

pode ser encontrado como

σi = min(ci, S), ∀i. (4.26)

As Tabelas 4.3 e 4.4 mostram os valores da média da AUC e desvio padrão

obtidos pelas metodologias RBF-clas, K-Silhouette, K-Affinity propagation, K-

Aleatório, F-Silhouette, F-Affinity propagation e F-Aleatório, sobre as 17 bases

de dados apresentadas na Seção 4.1.3. Para os resultados da Tabela 4.3, foi

utilizada a metodologia para encontrar o σ de acordo com a Equação (4.25).

Já para Tabela 4.4, foi utilizada a Equação (4.26) para encontrar o valor do σ.

Os melhores valores encontram-se em negrito. As quatro últimas colunas das

Tabelas 4.3 e 4.4 mostram as caracteŕısticas de cada base, em que Nd é o número

de dimensões, N é o número total de amostras. A quantidade de elementos de

cada classe da base de dados são denotados por N+ e N− respectivamente.
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Tabela 4.3: Resultados para o método RBF-clas: média da AUC e caracteŕısticas
das bases de dados. Foi utilizada a Equação (4.25) para encontrar o valor do σ.

Base de Dados RBF-clas K-Silluete K-Affinity K-Aleatório F-Silluete F-Affinity F-Aleatório Nd N N+ N−

appendicitis 0.818±0.17 0.742±0.199 0.793±0.164 0.569±0.21 0.717±0.227 0.793±0.169 0.668±0.236 7 106 21 85
australian 0.854±0.05 0.868±0.057 0.871±0.047 0.725±0.097 0.868±0.053 0.861±0.042 0.844±0.048 14 690 307 383
banknote 0.999±0.003 0.926±0.042 1±0 1±0 0.94±0.026 1±0 1±0 4 1372 610 762
blood 0.682±0.06 0.5±0 0.628±0.058 0.632±0.082 0.5±0 0.636±0.06 0.633±0.079 4 748 178 570
breastcancer 0.968±0.029 0.968±0.017 0.965±0.022 0.922±0.06 0.968±0.017 0.966±0.021 0.969±0.025 9 683 444 239
breastHess 0.816±0.113 0.756±0.128 0.79±0.122 0.762±0.17 0.812±0.114 0.807±0.094 0.714±0.135 30 133 99 34
bupa 0.567±0.095 0.491±0.018 0.698±0.056 0.614±0.099 0.483±0.026 0.733±0.045 0.645±0.064 6 345 145 200
climate 0.818±0.132 0.5±0 0.584±0.104 0.739±0.13 0.5±0 0.5±0 0.5±0 18 540 494 46
diabetes 0.733±0.051 0.657±0.056 0.712±0.07 0.624±0.113 0.689±0.056 0.7±0.063 0.708±0.053 8 768 500 268
fertility 0.522±0.174 0.5±0 0.5±0 0.504±0.189 0.5±0 0.5±0 0.483±0.118 9 100 12 88
german 0.704±0.075 0.574±0.041 0.667±0.058 0.651±0.064 0.5±0 0.5±0 0.5±0 24 1000 700 300
glass 0.851±0.207 0.819±0.206 0.883±0.159 0.872±0.157 0.829±0.205 0.886±0.161 0.867±0.156 9 214 29 185
haberman 0.56±0.091 0.5±0 0.6±0.071 0.55±0.069 0.5±0 0.605±0.085 0.545±0.096 3 306 225 81
heart 0.815±0.082 0.81±0.082 0.82±0.077 0.71±0.083 0.818±0.092 0.813±0.087 0.792±0.102 13 270 150 120
ILPD 0.594±0.059 0.5±0 0.54±0.04 0.53±0.064 0.5±0 0.558±0.055 0.567±0.048 10 579 414 165
parkinsons 0.784±0.117 0.694±0.067 0.744±0.076 0.836±0.086 0.69±0.07 0.739±0.06 0.832±0.117 22 195 147 48
wpbc 0.579±0.159 0.5±0 0.582±0.12 0.637±0.134 0.5±0 0.568±0.086 0.551±0.11 33 194 46 148

Média do Rank R(L) 2.529 5.441 2.911 4.205 5.147 3.411 4.352

Tabela 4.4: Resultados para o método RBF-clas: média da AUC e caracteŕısticas
das bases de dados. Foi utilizada a metodologia para encontrar o σ de acordo
com a Equação (4.26).

Base de Dados RBF-clas K-Silluete K-Affinity K-Aleatório F-Silluete F-Affinity F-Aleatório Nd N N+ N−

appendicitis 0.818±0.17 0.711±0.214 0.787±0.159 0.638±0.163 0.711±0.214 0.788±0.166 0.705±0.195 7 106 21 85
australian 0.854±0.05 0.858±0.053 0.859±0.044 0.761±0.066 0.873±0.044 0.867±0.045 0.837±0.058 14 690 307 383
banknote 0.999±0.003 0.883±0.039 1±0 0.994±0.009 0.885±0.036 1±0 0.996±0.007 4 1372 610 762
blood 0.682±0.06 0.5±0 0.624±0.066 0.584±0.071 0.5±0 0.632±0.053 0.577±0.063 4 748 178 570
breastcancer 0.968±0.029 0.97±0.022 0.97±0.022 0.94±0.044 0.971±0.021 0.973±0.015 0.975±0.024 9 683 444 239
breastHess 0.816±0.113 0.807±0.12 0.769±0.086 0.751±0.145 0.801±0.126 0.802±0.087 0.71±0.143 30 133 99 34
bupa 0.567±0.095 0.477±0.044 0.674±0.053 0.606±0.121 0.484±0.033 0.614±0.088 0.615±0.085 6 345 145 200
climate 0.818±0.132 0.5±0 0.59±0.102 0.664±0.148 0.5±0 0.562±0.08 0.743±0.125 18 540 494 46
diabetes 0.733±0.051 0.639±0.054 0.727±0.058 0.694±0.039 0.667±0.041 0.745±0.035 0.71±0.063 8 768 500 268
fertility 0.522±0.174 0.5±0 0.5±0 0.51±0.176 0.5±0 0.5±0 0.56±0.178 9 100 12 88
german 0.704±0.075 0.57±0.066 0.668±0.052 0.646±0.055 0.579±0.071 0.653±0.033 0.655±0.043 24 1000 700 300
glass 0.851±0.207 0.786±0.226 0.911±0.157 0.874±0.154 0.819±0.201 0.886±0.161 0.859±0.174 9 214 29 185
haberman 0.56±0.091 0.5±0 0.567±0.075 0.541±0.104 0.5±0 0.533±0.046 0.607±0.07 3 306 225 81
heart 0.815±0.082 0.819±0.097 0.81±0.084 0.741±0.063 0.81±0.097 0.803±0.094 0.792±0.084 13 270 150 120
ILPD 0.594±0.059 0.5±0 0.513±0.063 0.553±0.084 0.5±0 0.524±0.074 0.574±0.066 10 579 414 165
parkinsons 0.784±0.117 0.688±0.069 0.749±0.094 0.805±0.114 0.663±0.094 0.793±0.105 0.852±0.109 22 195 147 48
wpbc 0.579±0.159 0.5±0 0.616±0.083 0.625±0.115 0.5±0 0.57±0.109 0.581±0.096 33 194 46 148

Média do Rank R(L) 2.764 5.588 3.176 4.470 5.352 3.235 3.411

4.2.3.2 Experimento II

No segundo experimento, os métodos SVM e LSSVM-RBF (Suykens & Van-

dewalle, 1999) foram utilizados para comparar o nosso decisor (RBF-clas). Duas

configurações de Kernels foram utilizadas. A primeira, SVM-RBF e LSSVM-RBF

com função de bases radiais, e SVM-Poly com função polinomial. Os parâmetros

de Kernel e regularização para SVM-RBF e SVM-Poly foram encontrados através

de validação cruzada com 10 partições e busca em grid. A implementação des-

tes métodos se deu através dos pacotes Kernlab (Karatzoglou et al., 2004) e

Caret (Kuhn, 2008) dispońıveis para linguagem R (R Core Team, 2015). A
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Tabela 4.5 mostra os valores da média da AUC e desvio padrão obtidos pelos

métodos RBF-clas, SVM-RBF, SVM-Poly e LSSVM-RBF sobre as 17 bases de

dados. Os melhores valores encontram-se em negrito. As quatro últimas colunas

desta tabela mostram as caracteŕısticas de cada base, em que Nd é o número de

dimensões, N é o número total de amostras. A quantidade de elementos de cada

classe da base de dados são denotados por N+ e N− respectivamente.

Tabela 4.5: Resultados do método RBF-clas: média da AUC e caracteŕısticas das
bases de dados.

Base de Dados RBF-clas SVM-RBF SVM-Poly LSSVM-RBF Nd N N+ N−

appendicitis 0.818±0.17 0.707±0.224 0.718±0.222 0.687±0.234 7 106 21 85
australian 0.854±0.05 0.863±0.059 0.862±0.056 0.862±0.042 14 690 307 383
banknote 0.999±0.003 1±0 1±0 0.999±0.004 4 1372 610 762
blood 0.682±0.06 0.63±0.058 0.624±0.043 0.616±0.045 4 748 178 570
breastcancer 0.968±0.029 0.969±0.02 0.967±0.02 0.955±0.027 9 683 444 239
breastHess 0.816±0.113 0.791±0.115 0.79±0.093 0.735±0.098 30 133 99 34
bupa 0.567±0.095 0.663±0.053 0.665±0.052 0.674±0.076 6 345 145 200
climate 0.818±0.132 0.525±0.056 0.55±0.09 0.645±0.169 18 540 494 46
diabetes 0.733±0.051 0.711±0.048 0.716±0.05 0.714±0.058 8 768 500 268
fertility 0.522±0.174 0.5±0 0.5±0 0.578±0.184 9 100 12 88
german 0.704±0.075 0.655±0.038 0.658±0.038 0.657±0.048 24 1000 700 300
glass 0.851±0.207 0.846±0.202 0.846±0.202 0.822±0.203 9 214 29 185
haberman 0.56±0.091 0.535±0.056 0.508±0.039 0.552±0.092 3 306 225 81
heart 0.815±0.082 0.832±0.085 0.832±0.082 0.828±0.071 13 270 150 120
ILPD 0.594±0.059 0.502±0.006 0.5±0 0.572±0.07 10 579 414 165
parkinsons 0.784±0.117 0.753±0.062 0.769±0.059 0.813±0.116 22 195 147 48
wpbc 0.579±0.159 0.496±0.011 0.493±0.014 0.576±0.112 33 194 46 148

Média do Rank R(L) 1.852 2.705 2.735 2.705

4.2.4 Teste de significância para o experimento I

O teste de Friedman (Demšar, 2006) foi aplicado nos resultados da Tabela 4.3 e

Tabela 4.4, assumindo a hipótese nula H0 que todos os métodos são equivalentes.

Em nosso experimento, a estat́ıstica FF (Equação 4.15) é distribúıda de acordo

com a distribuição F de Fisher-Snedecor com 6 graus de liberdade para o nume-

rador e 96 para o denominador. Considerando que o valor cŕıtico F (6, 96) é 2.194

para α = 0.05, as linhas finais da Tabela 4.3 e da Tabela 4.4 representam a média

do rank (R(L)) alcançada por todos os métodos.
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Metodologia I para escolha do σ conforme a Equação (4.25).

O valor correspondente a FF é 5.593 e assim, desde que FF > F (6, 96), H0 é

rejeitada, a um ńıvel de significância (α) de 5%. Seguindo com o teste post-hoc,

foi utilizado o teste de Bonferroni-Dunn para 7 classificadores. A Figura 4.11

mostra um diagrama com o valor da média de cada método. Dois métodos são

estatisticamente diferentes se o intervalo entre eles é disjunto. O que acontece

com os métodos K-Silhouette e F-Silhouette em relação ao método RBF-clas.

A partir deste teste podemos concluir que o método RBF-clas possui a melhor

média entre todos os métodos comparados.

1 2 3 4 5 6 7

F-Aleatoŕio

F-Affinity

F-Silhouette

K-Aleatoŕio

K-Affinity

K-Silhouette

RBF-CLAS

Figura 4.11: Diagrama de diferença cŕıtica do teste post-hoc. Os métodos repre-
sentados pelas linhas horizontais pontilhadas são estatisticamente diferentes do
método RBF-clas.

Metodologia II para escolha do σ conforme a Equação (4.26).

O valor correspondente a FF é 6.079 e assim, desde que FF > F (6, 96), H0 é

rejeitada com um ńıvel de significância (α) de 5%. Seguindo com o teste post-

hoc, foi utilizado o teste de Bonferroni-Dunn para 7 classificadores. A Figura 4.12

mostra um diagrama com o valor da média de cada método. Dois métodos são
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estatisticamente diferentes se o intervalo entre eles é disjunto. O que acontece

com os métodos K-Silhouette e F-Silhouette em relação ao método RBF-clas.

A partir deste teste podemos concluir que o método RBF-clas possui a melhor

média entre todos os métodos comparados.

1 2 3 4 5 6 7

F-Aleatoŕio

F-Affinity

F-Silhouette

K-Aleatoŕio

K-Affinity

K-Silhouette

RBF-CLAS

Figura 4.12: Diagrama de diferença cŕıtica do teste post-hoc. Os métodos repre-
sentados pelas linhas horizontais pontilhadas são estatisticamente diferentes do
método RBF-clas

4.2.5 Teste de significância para o experimento II

O teste de Friedman (Demšar, 2006) foi aplicado nos resultados da Tabela 4.5,

assumindo a hipótese nula H0 que todos os métodos são equivalentes. Em nosso

experimento, a estat́ıstica FF (Equação 4.15) é distribúıda de acordo com a dis-

tribuição F de Fisher-Snedecor com 3 graus de liberdade para o numerador e

48 para o denominador. Considerando que o valor cŕıtico F (3, 48) é 2.798 para

α = 0.05, a linha final da Tabela 4.5 representa a média do rank (R(L)) alcançada

por todos os métodos. O valor correspondente a FF é 2.013 e assim, desde que

FF < F (3, 48), a hipótese H0 não pode ser rejeitada.
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4.3 Classificador geométrico de margem larga

De acordo com a Figura 4.13, nenhum método possui a média estatisticamente

diferente do método RBF-clas. Embora a média do RBF-clas seja a menor dentre

os métodos testados.

1 1.5 2 2.5 3 3.5

LSSVM-RBF

SVM-Poly

SVM-RBF

RBF-CLAS

Figura 4.13: Diagrama de diferença cŕıtica do teste post-hoc. Os métodos repre-
sentados pelas linhas horizontais pontilhadas são estatisticamente diferentes do
método RBF-clas. Neste caso, todos os métodos são equivalente.

4.3 Classificador geométrico de margem larga

Nesta abordagem, foi projetado um classificador de margem larga para problemas

binários usando um modelo de mistura gaussiana (MMG). Uma vez encontrada a

função de probabilidade de densidade para cada classe, uma classificação Bayesi-

ana é aplicada. Baseado nos conceitos de margem larga das SVMs, o critério ado-

tado para esta abordagem é que a superf́ıcie de separação passa o mais próximo

posśıvel dos pontos médios, assim maximizando a margem separação entre as

classes. Isto pode ser alcançado modelando o problema através de duas compo-

nentes de MMG, onde cada componente representa uma função de distribuição

normal multivariada (FDM) mostrada na Figura 4.14. Neste modelo, os pares

de AS representam o centro (média) de cada FDM, e sua distribuição tem des-

vio padrão de 3σ, assim representando 99.7% dos dados. Esta definição é dada
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4.3 Classificador geométrico de margem larga

observando que valor de p(x|C) é arbitrariamente pequeno, onde x é um ponto

médio, ou seja, esta é a região onde deseja-se que o hiperplano intersecte.

Seguindo este conceito pode-se extrair as informações para configurar cada

MMG atendendo aos critérios estabelecidos acima. Uma vez que todas as in-

formações necessárias para projetar o classificador são extráıdas a partir da es-

trutura geométrica dos próprios dados.

Figura 4.14: Superf́ıcie de separação de duas gaussianas, onde o hiperplano in-
tersecta o ponto médio entre um par de vértices de uma aresta de suporte.

4.3.1 Extração de parâmetros

A primeira informação que obtém-se são os padrões localizados na região de

separação entre as classe, que são chamados neste trabalho de vetores de arestas

de suporte (AS). Estes padrões correspondem as arestas do grafo de Gabriel

GG que possuem vértices de classes distintas, como descrito na Seção 3.1. Como

mencionado anteriormente, a importância dos AS para nosso método é similar as

vetores de suporte da SVM. A próxima informação retirada do GG é necessária

para modelar a função de distribuição normal multivariada (FDM), onde são

necessários os parâmetros Σ e µ, que são a matriz de covariância e a média
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4.3 Classificador geométrico de margem larga

respectivamente. A seguir será mostrado como estes padrões são selecionados

utilizando o critério de margem larga. Inicia-se escrevendo a FDM em d dimensões

como

p(x|µ,Σ) =
1

(2π)d/2|Σ|1/2 exp

[
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

]
, (4.27)

nesta abordagem, a distribuição pode ser representada geometricamente por uma

hiperesfera, onde cada dimensão tem a mesma variância σ2. Assim, a matriz

de covariância pode ser dada como Σ = Idσ
2, onde Id é uma matriz identidade

dxd contendo o valor 1 na diagonal e o valor zero nas demais posições. Nesse

caso, o determinante |Σ| e a inversa Σ−1 podem ser calculados como |Σ| = σ2 e

Σ−1 = 1/σ2, respectivamente (Duda et al., 2012). Então, a Equação (4.27) pode

ser reescrita como

p(x|µ,Σ) =
1

(2π)d/2
√
σ2d

exp

[
−1

2

(‖x− µ‖2

σ2

)]
, (4.28)

onde ‖ · ‖ a distância euclidiana, ou seja, ‖x − µ‖2 = (x − µ)(x − µ). Como

já foi mencionado, o valor de p(x|µ,Σ) para o ponto médio x possui um valor

arbitrariamente pequeno, desde que esteja próximo da faixa µ+3σ de distribuição,

ou seja, p(x|µ,Σ) = z, onde z ≈ 0. Removendo as constantes independentes de

x da Equação (4.28), o valor de σ pode ser encontrado por

p(x|µ,Σ) = exp

[
−1

2

(‖x− µ‖2

σ2

)]
,

substituindo p(x|µ,Σ) por z, tem-se

z = exp

[
−1

2

(‖x− µ‖2

σ2

)]
,

isolando o termo σ, encontra-se

σ =

√
−1

2

(‖x− µ‖2

ln(z)

)
, (4.29)

onde z representa o valor de sáıda de p(x|µ,Σ) para x = (3σ+µ), µ = 0 e σ = 1,

ou seja, o valor da função de probabilidade de densidade de x. Substituindo-se z
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por p(x|µ,Σ) na Equação (4.28), pode-se encontrar o valor de z no espaço Rd da

seguinte maneira:

z =
1

(2π)d/2σ2d
exp

[
−1

2

(‖x− µ‖2

σ2

)]
,

fazendo σ2d = 1 e µ = 0, encontra-se

=
1

(2π)d/2
exp

[
−1

2

(‖x‖2

σ2

)]
,

generalizando x = ‖3σ + µ‖2 em Rd, obtém-se

=
1

(2π)d/2
exp

(
−3
√
d

2

)
,

=
exp

(
−3

2

√
d
)

(2π)1/d
, (4.30)

quando a dimensão d cresce, o valor de z decresce. Seja fz(d) representando z

no espaço Rd, então o limite de fz(d) em d aproximando-se do infinito é 0. Em

notação matemática,

lim
d→∞

exp
(
−3

2

√
d
)

(2π)1/d
= 0.

4.3.2 Metodologia para construção do classificador

A partir das informações obtidas na Seção anterior pode-se formular o método

em 3 passos que se seguem:

1. Gaussiana Multivariada. Para cada par (xi,xj) ∈ AS, tal que yi 6= yj, obter

a densidade Gaussiana Gτ (x, µτ ,Στ ), sendo a média µτ = xτ e a matriz de

covariância diagonal Στ = Idσ
2, para τ = i, j. O parâmetro σ pode ser

encontrado através da Equação (4.29).

2. Mistura de Densidade por classe. Calcule o modelo de densidade de mistura

(McLachlan & Peel, 2004) para cada classe Ck a partir da soma ponderada
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das funções Gaussianas a quais os centros pertencem a mesma classe, ou

seja,

p(x, θk|Ck) =

Nk∑

j=1

wjGj(x, µj,Σj), for k = 1, 2 (4.31)

onde θk = [{µ1,Σ1}, . . . , {µNk
,ΣNk}] é o vetor de parâmetros de Nk vetores

geométricos da classe Ck, wj corresponde ao peso para o j-ésima densidade

Gj(·), sujeito a
∑Nk

j=1wj = 1. As Figuras 4.15(a) e 4.15(b) ilustram os

modelos de mistura p(x, θ1|C1) e p(x, θ2|C2) para o benchmark Spiral.
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Figura 4.15: (a) Mistura de densidades de fP(x|θA). (b) Mistura de densidades
de fP(x|θB).

3. Regra de Decisão. Uma regra de decisão Bayesiana é então formulada.

Através do vetor de parâmetros θ1 e θ2, conhecidos a priori e provenientes

de um conjunto de dados S, a classificação binária é feita minimizando a

probabilidade do erro por intermédio da regra de decisão de Bayes (Duda

et al., 2012)

f(x) =

{
C1 se p(x,θ1|C1)

p(x,θ2|C2)
≥ P (C2)

P (C1)

C2 Caso contrário.
(4.32)
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A Figura 4.16 mostra a solução final da nossa metodologia aplicado ao

benchmark Spiral.
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Figura 4.16: Hiperplano separador obtido através do nosso método.

4.3.3 Espaço de Verossimilhanças

No espaço de verossimilhanças pode-se ver a similaridade do nosso método com

um simples problema de separação de duas classes Gaussianas mostrado na Fi-

gura 4.17(b). Projetando os dados do benchmark Spiral neste espaço com valor

aleatório para o parâmetro σ da Equação (4.29), obtém-se a representação mos-

trada na Figura 4.18(a), onde os ćırculos representam os vértices das arestas de

suporte. Já os pontos médios são representados através do simbolo asterisco. Na

Figura 4.18(a), os pontos médios e os vértices do conjunto AS estão desorde-

nados, diferentemente de quando projeta-se a mesma informação usando nossa

abordagem para encontrar o valor do σ, que pode ser visto na Figura 4.19(a).

A projeção é refletida na complexidade do classificador, como pode ser visto na

Figura 4.19(b) através da nossa abordagem e na Figura 4.18(b) com σ aleatório.

Por fim, através da Figura 4.17(a) é fácil observar a similaridade da nossa abor-

dagem com o espaço projetado das duas Gaussianas.
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Figura 4.17: (a) Projeção no espaço de verossimilhanças de duas distribuições
Gaussianas. (b) Hiperplano separador no espaço de entrada maximizando a mar-
gem entre as duas classes.
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p(x, θ1|C1)
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

p
(x
,θ

2
|C

2
)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

(a)

-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.5

0

0.5

1

(b)

Figura 4.18: (a) Projeção no espaço de verossimilhanças utilizando σ aleatório
(b) Hiperplano separador no espaço de entrada fazendo σ aleatório.
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p(x, θ1|C1)
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Figura 4.19: (a) Projeção no espaço de verossimilhanças utilizando nossa abor-
dagem (b) Hiperplano separador resultante da nossa abordagem.
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4.3.4 Analogia com as SVMs

O resultado final da classificação da SVM para um padrão de entrada xi é obtido

como

f(xi) = sign

(
N∑

j

yjαjK(xi,xj)

)
, (4.33)

que é, de fato, o sinal de uma soma ponderada dos rótulos yj. Embora a soma

é realizada sobre todos N padrões de treinamento, somente os termos associados

aos vértices SVs, os quais tem valor não nulo αj (Multiplicador de Lagrange),

são na verdade computados. Se a magnitude dos termos positivos (yj = +1)

dominam a soma, então o resultado é positivo (yi = +1); caso contrário, se os

termos negativos dominam a soma (yj = −1) então a sáıda é negativa (yi = −1).

A Equação (4.34) mostra a regra de classificação da SVM com os termos de soma

positiva e negativa separadas, e os valores dos rótulos atribúıdos.

f(xi) = sign




Classe Positiva︷ ︸︸ ︷
N1∑

j=1

αjK(xi,xj)−

Classe Negativa︷ ︸︸ ︷
N2∑

l=1

αlK(xi,xl)




(4.34)

O método apresentado tem uma regra de classificação análoga, uma vez que a

regra geral de classificação de Bayes da Equação (4.32) possa ser reescrita como

f(xi) = sign

(
p(xi, θ1|C1)− P (C2)

P (C1)
p(xi, θ2|C2)

)
. (4.35)

Uma vez que as verossimilhanças p(x, θ1|C1) e p(x, θ2|C2) são descritas aqui como

misturas de densidades gaussianas, ou funções de Kernel centrados nos vértices

do conjunto AS, a regra geral de classificação pode ser reescrita da seguinte forma

f(xi) = sign




Classe Positiva︷ ︸︸ ︷
N1∑

j=1

wjK(xi,xj)−

Classe Negativa︷ ︸︸ ︷
N1

N2

N2∑

l=1

wlK(xi,xl)



. (4.36)
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Desde que para cada vértice de uma aresta de suporte de uma classe existe

um vértice correspondente para a outra classe, N1 = N2, e as duas regras de

classificação diferem apenas sobre a forma como os parâmetros de mistura αj e

wj são calculados. Nos experimentos apresentados nesta tese, wj = 1 em todos

os experimentos.

4.3.5 Resultados

As bases de dados utilizadas neste método estão descritas na Seção 4.1.3, jun-

tamente com a metodologia de processamento das mesmas. Os métodos SVM e

LSSVM-RBF (Suykens & Vandewalle, 1999) foram utilizados para comparar o

nosso classificador (MIS-clas). Duas configurações de Kernels foram utilizadas.

A primeira, SVM-RBF e LSSVM-RBF com função de bases radiais, e SVM-Poly

com função polinomial. Os parâmetros de Kernel e regularização para SVM-RBF

e SVM-Poly foram encontrados através de validação cruzada com 10 partições e

busca em grid. A implementação destes métodos se deu através dos pacotes Kern-

lab (Karatzoglou et al., 2004) e Caret (Kuhn, 2008), dispońıveis para linguagem

R (R Core Team, 2015).

A Tabela 4.6 mostra os valores da média da AUC e desvio padrão obtidos pelos

métodos MIS-clas, SVM-RBF, SVM-Poly e LSSVM-RBF sobre as 17 bases de

dados. Os melhores valores encontram-se em negrito. As quatro últimas colunas

desta tabela mostram as caracteŕısticas de cada base, em que Nd é o número de

dimensões, N é o número total de amostras. A quantidade de elementos de cada

classe da base de dados são denotados por N+ e N− respectivamente.
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Tabela 4.6: Resultados do classificador Gaussiano: média da AUC e carac-
teŕısticas das bases de dados.

Base de Dados MIS-clas SVM-RBF SVM-Poly LSSVM-RBF Nd N N+ N−

appendicitis 0.802±0.163 0.707±0.224 0.718±0.222 0.687±0.234 7 106 21 85
australian 0.856±0.048 0.863±0.059 0.862±0.056 0.862±0.042 14 690 307 383
banknote 0.998±0.005 1±0 1±0 0.999±0.004 4 1372 610 762
blood 0.619±0.063 0.63±0.058 0.624±0.043 0.616±0.045 4 748 178 570
breastcancer 0.96±0.033 0.969±0.02 0.967±0.02 0.955±0.027 9 683 444 239
breastHess 0.828±0.08 0.791±0.115 0.79±0.093 0.735±0.098 30 133 99 34
bupa 0.596±0.095 0.663±0.053 0.665±0.052 0.674±0.076 6 345 145 200
climate 0.757±0.11 0.525±0.056 0.55±0.09 0.645±0.169 18 540 494 46
diabetes 0.725±0.065 0.711±0.048 0.716±0.05 0.714±0.058 8 768 500 268
fertility 0.585±0.226 0.5±0 0.5±0 0.578±0.184 9 100 12 88
german 0.7±0.074 0.655±0.038 0.658±0.038 0.657±0.048 24 1000 700 300
glass 0.842±0.206 0.846±0.202 0.846±0.202 0.822±0.203 9 214 29 185
haberman 0.578±0.073 0.535±0.056 0.508±0.039 0.552±0.092 3 306 225 81
heart 0.816±0.065 0.832±0.085 0.832±0.082 0.828±0.071 13 270 150 120
ILPD 0.598±0.064 0.502±0.006 0.5±0 0.572±0.07 10 579 414 165
parkinsons 0.768±0.121 0.753±0.062 0.769±0.059 0.813±0.116 22 195 147 48
wpbc 0.586±0.164 0.496±0.011 0.493±0.014 0.576±0.112 33 194 46 148
Média do rank R(L) 2.176 2.588 2.5 2.735

4.3.6 Teste de significância

O teste de Friedman (Demšar, 2006) foi aplicado assumindo a hipótese nula H0

que todos os métodos são equivalentes. Em nosso experimento, a estat́ıstica FF

é distribúıda de acordo com a distribuição F de Fisher-Snedecor com 3 graus

de liberdade para o numerador e 48 para o denominador. Considerando o valor

cŕıtico F (3, 48) é 2.827 para α = 0.05, a linha final da Tabela 4.6 apresenta a

média do rank (R(L)) alcançada por todos os métodos. O valor correspondente a

FF é 0.370 e assim, desde que FF < F (3, 48), a hipótese H0 não pode ser rejeitada.

De acordo com a Figura 4.20, nenhum método possui a média significamente

diferente do método MIS-clas. Embora a média do MIS-clas seja a menor dentre

os métodos testados.
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1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4

LSSVM-RBF

SVM-Poly

SVM-RBF

MIS-CLAS

Figura 4.20: Diagrama de diferença cŕıtica do teste post-hoc.

4.4 Classificador para Sistemas Embarcados

O projeto de aprendizagem de máquina geralmente requer a interação do usuário

para definir a estrutura de aprendizagem do modelo e de parâmetros, e pode

também envolver a implementação de algoritmos de otimização complexos. Além

disso, o aprendizado envolve o trade-off entre o bias e a variância (Geman et al.,

1992), que também pode exigir o procedimento de regularização de parâmetros e

validação cruzada. Estas podem ser consideradas como as principais limitações

para a implementação de métodos de aprendizagem de máquinas, tais como Re-

des Neurais Artificiais (RNA) em ńıvel de circuito integrado (CI) (He et al.,

2008). Durante os anos de 1990 e ińıcio dos anos 2000, placas de circuitos in-

tegrados de RNA apareceram no mercado, de forma motivada principalmente

pela convergência lenta da taxa de algoritmos de aprendizagem. Embora o chip

neural da Intel ETANN (Holler et al., 1989) lançado em 1989 tivesse synapses

adaptativas, um computador externo era necessário para processar os algoritmos

de otimização e fornecer uma interface para o usuário. Recentemente, um novo

interesse acerca dos sistemas de aprendizado embarcados tem sido motivado pelo

surgimento da Internet das Coisas (Internet of Things). Tal que a IBM lançou

recentemente um chip neural (Hsu, 2014) de alto desempenho, que é mais um
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passo para próxima geração de sistemas adaptativos on-line.

As antigas limitações, no entanto, ainda existem, já que métodos de alto de-

sempenho necessitam de interação do usuário e ainda de cálculos complexos, que

não são viáveis para serem diretamente implementados em circuitos integrados.

Neste trabalho, é apresentado um novo algoritmo de aprendizagem que não de-

pende da interação do usuário e de parâmetros pré-definidos para lidar com o

dilema do bias e variância. O método leva em consideração somente a estrutura

dos dados para minimizar o erro do conjunto de treinamento e maximizar a mar-

gem de separação entre as classes. Uma vez que somente cálculos de distância são

requeridos, o novo método é particularmente adequado para implementação em

ASICs (Application Specific Integrated Circuits) e FPGAs (Field-Programmable

Gate Arrays).

4.4.1 Combinação de Classificadores de Margem Larga

Não é esperado que um único hiperplano Hl separe todos os padrões em um

conjunto D = {(xi,yi) | i = 1 . . . N}, uma vez que ele é baseado em um único

par de vértices de uma aresta de suporte. Entretanto, a combinação de todos

os hiperplanos produz um classificador com a informação espacial de todos os

padrões em D. A Figura 4.21(a) mostra um conjunto de dados com duas classes

concêntricas, e sua representação através do grafo de Gabriel pode ser vista na

Figura 4.21(b), onde as arestas de suporte e pontos médios são dados nas Figu-

ras 4.21(c) e 4.21(d), respectivamente. Na Figura 4.21(e) são mostrados todos

os classificadores correspondentes a todos pontos médios e a Figura 4.21(f) mos-

tra a superf́ıcie de separação resultante da combinação de todos classificadores.

Nota-se, que além de separar as duas classes, o classificador também maximiza a

margem de separação entre elas.

4.4.2 Mistura Hierárquica de Especialistas

A classificação final é o resultado de uma Mistura Hierárquica de Especialistas

(MHE), onde cada hiperplano (classificador) terá um peso diferente dado um

padrão de entrada x. A arquitetura da MHE é representada através de uma rede

mostrada na Figura 4.22, onde a primeira camada corresponde aos especialistas
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.21: (a) Conjunto de padrões no espaço de entrada. (b) Conjunto de
padrões no espaço de entrada modelado com o Grafo de Gabriel. (c) Conjunto de
arestas de suporte. (d) Conjunto de pontos médios representado por asteriscos.
(e) Classificadores gerados através de cada aresta de suporte. (f) Superf́ıcie de
separação gerada pelo classificador.
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locais {H1, . . . , Hm}, ou seja, os hiperplanos. Já a sáıda de m especialistas para

um padrão de entrada x é representada pelas funções h1(x), . . . , hm(x), onde cada

especialista é ponderado por um módulo Gating Network, onde o peso cl(x) para

o l-ésimo especialista é obtido de acordo com uma função de distância mostrada

a seguir.

✞☛

Gating Network

�✒✁✂

✄☎✒✁✂

✆

✝☎✒✁✂

✝✟✒✁✂

✠✡☞✌✍

✞✎

✞✏

✄✟✒✁✂

✄✑✒✁✂

✓

Figura 4.22: Estrutura do modelo de Mistura Hierárquica de Especialistas.

Considere-se Hl um hiperplano local gerado por uma aresta de suporte AS de

vértices (xi,xj), tal que yi = −1 e yj = +1. O resultado da classificação devido ao

hiperplano Hl para um padrão arbitrário x é dado por hl(x) = sign(xTwl − bl),
onde sign(·) é a função sinal e wl = (xi − xj), uma vez que corresponde ao

hiperplano que é perpendicular a linha (aresta) que conecta xi e xj. Da mesma

forma, o termo de polarização bl é obtido pela expressão bl = [(1/2)(xi + xj)]w
T
l .

O ponto médio de cada AS é também obtido diretamente como pl = (xi + xj)/2.

Portanto, os parâmetros dos especialistas locais dependem apenas dos vértices xi

e xj e são obtidos por cálculo direto. O parâmetro de ponderação cl(x) de Hl

para um padrão arbitrário x é calculado de acordo com a Equação (4.37).

cl(x) = exp−
(

(max(δ(x, pk)))
2

δ(x, pl)

)
, ∀k = 1, . . . ,m (4.37)

Uma normalização também é imposta de forma que,
∑m

l=1 cl(x) = 1, e o resultado

final da classificação é obtido por

f(x) = sign

(
m∑

l=1

hl(x) cl(x)

)
, (4.38)
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onde os coeficientes cl(x) da Equação (4.37), que são combinados com hl(x),

apresentam valores maiores para os hiperplanos que estão mais próximos de x.

Na prática, para aplicação no ńıvel do circuito, o resultado final pode ser estimado

apenas pelo hiperplano mais próximo.

4.4.3 Resultados

Os experimentos foram realizados com 13 bases de dados reais retiradas do repo-

sitório UCI (Bache & Lichman, 2013) e 2 problemas de expressão gênica: “Go-

lub” (Golub et al., 1999) e “BcrHess” (Hess et al., 2006). Todos estes conjun-

tos de dados passaram pelas seguintes etapas de pré-processamento: filtragem

de rúıdo, remoção de amostras contendo atributos faltantes e normalização dos

dados entre {−1, 1}. Para garantir a relevância estat́ıstica, o experimento foi re-

petido usando validação cruzada com 10 partições. O desempenho médio (AUC)

e o desvio padrão são listados na Tabela 4.7, juntamente com algumas carac-

teŕısticas dos conjuntos de dados na última coluna, N e Nd, que correspondem ao

total de padrões e atributos, respectivamente. Os valores em negrito representam

os métodos com melhor desempenho para cada base.

Os métodos SVM-RBF e SVM-Poly foram utilizados para comparar o nosso

método (CHIP-clas), de forma que duas configurações de Kernel foram utilizadas.

A primeira, SVM-RBF com função de bases radiais, e a segunda SVM-Poly com

função polinomial. Os parâmetros de Kernel e regularização para os métodos

SVM-RBF e SVM-Poly foram encontrados através de validação cruzada com 10

partições e busca em grid. A implementação destes métodos se deu através dos

pacotes Kernlab e Caret dispońıveis para linguagem R (R Core Team, 2015).

O teste de Friedman (Demšar, 2006) foi aplicado assumindo-se a hipótese nula

H0 que todos os métodos são equivalentes. Em nosso experimento, a estat́ıstica

FF é distribúıda de acordo com a distribuição F de Fisher-Snedecor com 2 graus

de liberdade para o numerador e 28 para o denominador. Considerando que o

valor cŕıtico F (2, 28) é 3.34 para α = 0.05, a linha final da Tabela 4.7 representa a

média do rank (R(L)) alcançada por todos os métodos. O valor correspondente a

FF é 0.60 e assim, desde que FF < F (2, 28), a hipótese H0 não pode ser rejeitada.
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Tabela 4.7: Resultados: AUC média e desvio padrão

Base de dados CHIP-clas SVM-RBF SVM-Poly N/Nd

Australian Cr. 0.85±0.04 0.86±0.04 0.87±0.04 690/14
Banknote Auth. 0.98±0.03 1±0 1±0 1372/4
BcrHess 0.81±0.12 0.76±0.11 0.77±0.15 133/30
B. Cancer W.P 0.96±0.03 0.97±0.01 0.96±0.03 683/9
Climate M.S.C. 0.84±0.07 0.53±0.06 0.72±0.11 540/18
Fertility 0.59±0.26 0.5±0 0.5±0 100/9
German Cr 0.67±0.04 0.66±0.07 0.68±0.05 1000/24
Golub 0.77±0.17 0.8±0.16 0.78±0.17 72/50
Habermans S. 0.57±0.09 0.52±0.06 0.5±0.02 306/3
ILPD 0.56±0.09 0.49±0.02 0.5±0 579/10
Liver Disorders 0.61±0.1 0.67±0.05 0.72±0.07 345/6
P. ind. Diabetes 0.72±0.04 0.71±0.05 0.71±0.07 768/8
Parkinsons 0.9±0.15 0.77±0.11 0.81±0.12 195/22
Sonar. M vs. R. 0.88±0.08 0.84±0.09 0.87±0.08 208/60
Stalog Heart 0.8±0.08 0.83±0.07 0.83±0.07 270/13

Média do rank R(L) 1.87 2.23 1.90

Diante destes resultados, foi posśıvel concluir que nossa abordagem é equivalente

aos métodos SVM-RBF e SVM-Poly para os conjuntos de dados testados.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Propostas de

Continuidade

Essa tese apresentou uma metodologia baseada no grafo de Gabriel para cons-

trução de modelos de inteligência computacional, assim como sua aplicação no

desenvolvimento de quatro abordagens direcionadas a problemas de classificação

binária. A partir da estrutura do grafo de Gabriel, foi posśıvel extrair informações

para o projeto de cada abordagem. Isso resultou em uma caracteŕıstica intŕınseca

pertencente a todos os métodos apresentados: a ausência do especialista para

selecionar parâmetros e de outros métodos para encontrá-los. A metodologia

geométrica também possibilitou uma interpretação mais simples e intuitiva dos

métodos, o que leva a um melhor entendimento didático e contribui para a ex-

tensão e melhoria das abordagens.

O processo de obtenção do conjunto de arestas de suporte AS possibilitou

o desenvolvimento de um método para retirar a sobreposição entre as classes e

posśıveis elementos ruidosos. A metodologia também se mostrou invariante ao

problema de desbalanceamento entre as classes, uma vez que o processamento é

realizado de modo independente nos dados de cada classe.

Na primeira abordagem, foi desenvolvido um decisor denominado MOBJ-clas

para o método de treinamento multiobjetivo de redes neurais (MOBJ), que em

um primeiro experimento se mostrou estatisticamente equivalente aos métodos

MOBJ-VAL, SVM-RBF, SVM-Poly e LSSVM-RBF, sobre o domı́nio de 17 ba-

ses de dados. Entretanto, ao retirar bases de dados cujo tamanho era maior ou
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igual a 1000 amostras, o método MOBJ-clas foi estatisticamente melhor do que o

MOBJ-VAL. Nota-se que, embora apresente bons resultados, esse último método

necessita de um subconjunto do conjunto de treinamento, e que o mesmo seja re-

presentativo. Uma vez utilizado em problemas com poucas amostras dispońıveis,

como no caso de algumas bases de dados médicas, o MOBJ-VAL pode ter uma

perda de performance acentuada. Em contrapartida, o MOBJ-clas pode utilizar

todo o conjunto de treinamento para seu projeto. Além disso, ele pode ser apli-

cado em bases de dados desbalanceadas, já que a tomada de decisão acontece na

margem entre as classes.

Na segunda abordagem, foi desenvolvida uma metodologia chamada RBF-clas

para encontrar os parâmetros σ e c da função de Kernel de uma rede neural RBF.

Nossa abordagem foi comparada com 12 arranjos de estratégias para selecionar

parâmetros existentes na literatura. Em todas elas, nosso método obteve um

desempenho superior. O método RBF-clas também foi comparado com métodos

de classificação de margem larga tidos como estado da arte, a saber: SVM-RBF,

SVM-Poly e LSLSVM-RBF. De acordo com o teste de Friedman, nosso método

foi estatisticamente igual a todos os citados, entretanto, foi o que apresentou o

melhor rank.

Na terceira abordagem, foi concebido um classificador de mistura Gaussi-

ana de margem larga chamado MIS-clas. A partir do conjunto de arestas de

suporte AS, foram extráıdas informações para a construção de funções de densi-

dade multivariada. Sabendo a priori que a complexidade do classificador é dada

pelo parâmetro de variância σ2 da função de densidade, o valor de σ2 foi encon-

trado de modo determińıstico, seguindo-se a premissa de que cada componente

da mistura gaussiana está a ±3 desvios padrões do ponto médio mais próximo.

O classificador MIS-clas foi comparado com os métodos SVM-RBF, SVM-Poly e

LSLSVM-RBF e foi considerado estatisticamente equivalente a eles pelo teste de

Friedman. Como aconteceu com os métodos MOBJ-clas e RBF-clas, o classifica-

dor MIS-clas foi o que apresentou o melhor rank.

Na quarta e última abordagem, foi projetado um classificador direcionado a

implementação em sistemas embarcados, denominado CHIP-clas. O classificador

é projetado com base na métrica de distância Euclidiana. Isso permite que ele seja

implementado facilmente por meio de operações matemáticas básicas e otimizado
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com o paralelismo proporcionado por FPGAs e GPUs. Esse ponto é uma grande

vantagem em relação aos métodos que dependem de operações complexas. Os

resultados obtidos de testes realizados com bases reais e comparados com os

métodos SVM-RBF e SVM-poly mostraram que o método CHIP-clas, apesar de

sua simplicidade, é equivalente aos métodos testados.

Por fim, essa tese possibilitou a construção de uma nova famı́lia de classifi-

cadores de margem máxima. Apesar do desempenho dos métodos ser avaliado a

partir de bases de dados reais, com diferentes caracteŕısticas, cada método pode

ser melhor aproveitado se for direcionado a certos tipos de problemas e situações.

O método MOBJ-clas, por exemplo, pode ser utilizado em bases de dados peque-

nas em conjunto com outros métodos de aprendizado multiobjetivo. O método

RBF-clas, por sua vez, pode ser uma alternativa para utilizadores da rede RBF,

pois não necessita de um arranjo de metodologias para encontrar parâmetros. Já

o método MIS-clas, ainda que pouco explorado, possui no espaço de verossimi-

lhanças a possibilidade de bases de dados no espaço Rn serem visualizadas no

espaço R2. Dessa forma, novas caracteŕısticas e informações sobre os dados po-

dem ser geometricamente explorados. Por último, o método CHIP-clas pode ser

aplicado a problemas que exigem tomadas de decisão rápidas, como é comum no

setor industrial. Entretanto, alguns pontos do método CHIP-clas ainda precisam

ser estudados e fazem parte da proposta de continuidade desta tese.

5.1 Propostas de Continuidade

Seguem algumas propostas de continuidade desse trabalho:

• Aplicação dos métodos direcionado a problemas espećıficos. Por exemplo,

aplicar o método MOBJ-clas em base de dados médicas, onde é posśıvel

encontrar base de dados com um número pequeno de amostras.

• Desenvolvimento e implementação de um algoritmo incremental para cons-

trução do grafo de Gabriel.

• Extensão do método CHIP-clas para problemas que exigem trabalhar em

tempo real. Como o estudo de estratégias para aprendizado incremental a
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partir de data-streams e dos problemas industriais que podem ser solucio-

nados através desta abordagem.
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REFERÊNCIAS

Duda, R.O., Hart, P.E. & Stork, D.G. (2012). Pattern classification. John

Wiley & Sons. 5, 49, 61, 63

Fawcett, T. (2006). An introduction to roc analysis. Pattern recognition letters ,

27, 861–874. 44

Fernandez-Delgado, M., Ribeiro, J., Cernadas, E. & Ameneiro, S.B.

(2011). Direct parallel perceptrons (dpps): Fast analytical calculation of the

parallel perceptrons weights with margin control for classification tasks. Neural

Networks, IEEE Transactions on, 22, 1837–1848. 1

Figueiredo, L.H. (1991). Introdução a Geometria Computacional . Impa, Rio

de Janeiro. 17, 18

Freund, Y. & Schapire, R.E. (1996). Game theory, on-line prediction and

boosting. In Proceedings of the ninth annual conference on Computational le-

arning theory , 325–332, ACM. 1

Freund, Y., Schapire, R.E. et al. (1996). Experiments with a new boosting

algorithm. In ICML, vol. 96, 148–156. 1

Frey, B.J. & Dueck, D. (2007). Clustering by passing messages between data

points. Science, 315, 972–976. 53

Gabriel, K.R. & Sokal, R.R. (1969). A new statistical approach to geo-

graphic variation analysis. Systematic Biology , 18, 259–278. 2

Garcia, L.P., de Carvalho, A.C. & Lorena, A.C. (2015). Effect of label

noise in the complexity of classification problems. Neurocomputing , 160, 108 –

119. 22

Geman, S., Bienenstock, E. & Doursat, R. (1992). Neural neworks and

the bias / variance dilemma. Neural Computation, 4, 1–58. 32, 71

Girosi, F., Jones, M. & Poggio, T. (1995). Regularization theory and neural

network architectures. Neural computation, 7, 219–269. 32

83



REFERÊNCIAS
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REFERÊNCIAS

Jin, Y. & Sendhoff, B. (2009). Pareto-based multiobjective machine learning:

An overview and case studies. IEEE Transactions on Systems Science and

Cybernetics , 39, 373. 33

Karatzoglou, A., Smola, A., Hornik, K. & Zeileis, A. (2004). kernlab

– an S4 package for kernel methods in R. Journal of Statistical Software, 11,

1–20. 55, 69

Kohavi, R. et al. (1995). A study of cross-validation and bootstrap for accuracy

estimation and model selection. In International joint Conference on artificial

intelligence, vol. 14, 1137–1145, Lawrence Erlbaum Associates Ltd. 49

Kohonen, T. (1990). The self-organizing map. Proceedings of the IEEE , 78,

1464–1480. 49

Kokshenev, I. & Braga, A.P. (2010). An efficient multi-objective learning

algorithm for rbf neural network. Neurocomputing , 37, 2799–2808. 33

Kuhn, M. (2008). Building predictive models in r using the caret package. Jour-

nal of Statistical Software, 28, 1–26. 55, 69

Li, J. & Kuo, C.C. (1998). A dual graph approach to 3d triangular mesh com-

pression. In Image Processing, 1998. ICIP 98. Proceedings. 1998 International

Conference on, vol. 2, 891–894 2. 18

McLachlan, G. & Peel, D. (2004). Finite mixture models . John Wiley &

Sons. 62

Medeiros, T.H., Takahashi, H.C.R. & Braga, A. (2009). A incorporação
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