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Resumo

Esta tese investiga o problema da estimacao de parametros variantes no
tempo em sistemas dinamicos lineares denominados LPV’s, do inglés linear
parameter—varying (LPV) systems. Como modelos matematicos, tais siste-
mas descrevem diretamente varios problemas relevantes em engenharia, e
podem funcionar como aproximacoes razoaveis para uma gama ainda mais
ampla de problemas nao—lineares. Embora possa parecer tentador tratar a
variacao paramétrica como incerteza e aplicar a esses sistemas técnicas de
analise e controle robusto, tal estratégia teria como limitacoes a introducao
de conservadorismo, a validade limitada a variagao lenta dos parametros
e, mesmo nesse ultimo caso, a possibilidade de falha em determinados ca-
sos. Alguns trabalhos na literatura procuram contornar esses problemas in-
troduzindo a taxa méaxima da variacao paramétrica, suposta limitada, nos
calculos. Com isso, introduzem a necessidade de se conhecer ou de se estimar
tal informacao a priori. A outra alternativa, utilizacao de métodos varian-
tes no tempo como gain scheduling e controle adaptativo, é aqui enfocada.
Nessa linha o conhecimento do valor instantaneo dos parametros possibi-
litaria utilizar controladores baseados nos mesmos, sendo essa a principal
motivagao deste trabalho. Outras razoes para se desejar conhecer o valor
dos parametros, como por exemplo forma de medicao de alguma grandeza
de interesse, sao aqui preocupacoes secundarias.

Em termos de apresentacao, o texto comeca com uma breve revisao dos
problemas de identificacao de sistemas e de estimacgao de estados, incluindo
uma possivel interpretagao da estimacao de parametros como estimacao de
estados em sistemas nao—lineares. Situado o problema em termos de linea-
rizacao do modelo em relacao aos parametros, percebe—se que uma avaliagao
da largura de banda do sistema LPV seria fundamental nao sé para a imple-
mentacao de técnicas que dependam de sua correta amostragem, mas também
para abordagens no dominio do tempo continuo. Os resultados alcancados
nesse estudo preliminar, em termos de avaliacao do raio espectral de matrizes
LPV, poderao ser também relevantes para outras aplicacoes. Determinada a
questao da amostragem, o problema de estimacao de parametros ¢ estudado
primeiro no dominio do tempo discreto, como um problema de otimizacao.
Percebem—se ai algumas limitagoes quanto ao que é possivel de se estimar ou
nao, dadas caracteristicas da funcao objetivo como o seu gradiente. Outra
abordagem estudada ¢ a transformacao da estimacgao de parametros individu-
ais em problemas escalares, obtendo uma nova interpretacao das limitacoes
antes encontradas. O trabalho se encerra com as conclusoes e discussao de



algumas perspectivas para trabalhos futuros. Dentre essas tltimas, as bases
para uma reinterpretacao dos resultados alcancados em termos de geometria
diferencial sao propostas em um dos apéndices.
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Abstract

This thesis is an investigation on time—varying parameter estimation in linear
dynamic systems. Such systems, henceforth referred to as linear parameter—
varying (LPV) systems, model many engineering problems, and are workable
approximations to even more nonlinear problems. Treating parameter vari-
ation as uncertainty and applying robust analysis and control techniques to
LPV systems, tempting as it may seem, is not an ideal approach: conser-
vative, valid only for slowly varying parameters, and even then it may fail.
Although some work in the literature try to sidestep those issues by introduc-
ing bounds on maximum parameter variation rates, it just becomes another
piece of information that must be known or estimated a priori. This work
is more in concert with the alternative, time-varying methods such as gain
scheduling or adaptive control. System parameter values are a natural input
to variable control structures, and when their actual values are not available,
their estimates may be just as valuable. Parameter measurement for other
purposes is a secondary concern here.

The text begins with a brief review of system identification and the state
estimation problem, for parameter estimation is an identification problem
that may be posed as a nonlinear state estimation. From the perspective of
linearizing the problem with respect to the parameters, evaluating LPV sys-
tem bandwidth may be perceived as fundamental not only to discrete-time
study of the sampled system, but also to continuous-time analysis. The
results obtained in that area, regarding the LPV matrix’s spectral radius,
may be useful for other applications as well. Given a discrete or properly
sampled continuous LPV system, parameter estimation is then posed as an
optimization problem: some limits on what can and cannot be estimated are
detected via the objective function’s gradient. After that, a second approach
is proposed: turning individual parameters’ estimation into scalar problems.
Another set of limitations is obtained. Finally, conclusions and suggestions
of possible further work are listed and discussed. In particular, some pointers
for a reinterpretation of the results in the differential geometry framework
are presented in one of the appendices.
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Lista de Acronimos, Notacao
Matematica e Terminologia

Acronimos

BLUE Best Linear Unbiased Estimate.

EKF Extended Kalman Filter.

LI Linearmente Independente(s).

LMI Linear Matrix Inequality.

LPV Linear Parameter Varying.

LS Least Squares.

LTI Linear Time—Invariant.

LTV Linear Time—Varying.

MLE Mazimum Likelyhood Estimate.

NP-hard (Nondeterministic Polynomial time)-hard, classe de com-
plexidade.

PRBS PseudoRandom Binary Signal.

SISO Single—Input, Single—Output.

U-D Decomposicao U-D, P = UDU", U é uma matriz unitaria
triangular, e D uma matriz diagonal.

UKF Unscented Kalman Filter.

WLS Weighted Least Squares.
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Notagao Matematica

arctan(z)

B
B
Co

i,

cos(z)
A, A(A)
AA

0i,j

ot

At
det(A)

r ~ (1, 0%)

x o~ N (p,07%)

Derivada de z(t) em relagio ao tempo, @(t) = Sz(t) ou
i(t) = 2a(t) conforme apropriado.

Valor absoluto de a.

Cardinalidade (nimero de elementos) do conjunto A.
Adjunta da matriz A.

Arco tangente de x .

“Bola” (no sentido topoldgico).

Largura de banda (Capitulo 3, ¢f. B em (1.13)).
Casco convexo.

Componente da matriz A, linha ¢, coluna j, A = [a;;(O)];
a; jr = componente da matriz Ay.

Conjunto vazio.
Cosseno de x .
Determinante, determinante da matriz A.

Incerteza associada a matriz A; também A© = incerteza
associada ao vetor ©, etc. Excegoes: AF definido em
(3.24), e AFy(t) em (5.10).

Funcao delta de Kronecker.

Duracao infinitesimal de um intervalo de tempo, ot — 0%.
Duracao finita de um intervalo de tempo.

Determinante da matriz A.

Distribuigao da varidvel aleatéria (ou vetor aleatério) x
com média p e variancia (ou matriz de covariancia) o?.

Distribuigao da varidvel aleatéria x normal (Gaussiana),
média y e variancia o2

Numero de Euler .
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Fungao exponencial, exp(z) = e”

m—ésimo vetor elementar de R", e.g. ep3 = [O 1 O}T €

R2.
Valor esperado da variavel aleatéria x.
Algebra de Lie, associada ao grupo de Lie G.

Matriz identidade, matriz identidade em RP.

Parte imagindria da varidvel complexa z, cf. parte real R{z}.

Sez=x+gy, R{z}=xeI{z}=y.
Intervalox e R|a <z <b.
Intervalox e R|a <z <b.

Intervalos x e R|a<zx <bouz eR|a<z<b.
Unidade imagindria, 7 = v/—1.

Autovalores da matriz A.

Lie bracket, [A, B] & AB — BA.

Logaritmo natural (base e) de x .

Norma.

Espago nulo da matriz A.

Para todo (valor da varidvel que se segue).
Precede (menor, componente a componente).
Produto de Kronecker.

Conjunto dos nimeros reais.

Range (espago das colunas ou imagem) da matriz A.
Raio espectral da matriz A.

Conjunto dos numeros reais nao—negativos.

Seno de z .



sgn(a)
t.o.s.
tr(A)
AT

Terminologia

Espaco

Estatico

Estimacao

Filtro

Funcao sinal de a, —1 se a < 0, 0 se a =0, +1 se a > 0.
Termos de ordem superior.

Traco da matriz A.

Transposicao: AT = matriz A transposta.
Transformada de Laplace. Transformada inversa: ..

Transformada Z. Transformada inversa: 2°!.

No sentido topoldgico, é usado em referéncia a dois espagos
de Hilbert (vide [1]) especificos: o espago Euclidiano dos
estados, R", e o espaco dos parametros R? (ou RPT! em
alguns casos). Sem qualificagdes, palavras como espago,
tragetoria e estimagao se referem a parametros. O espaco
R™P onde estados e parametros seriam estimados em con-
junto, é relevante no contexto da Secao 2.3 .

Referindo—se a parametros, o adjetivo é usado no sentido
de invariante no tempo. O sistema LPV continua sendo
dinamico em seus estados, tornando—se LTI. Relevante prin-
cipalmente no Capitulo 3 .

Neste trabalho a palavra se refere a estimacao de parametros
em sistemas LPV, no contexto do problema de filtragem
mencionado na entrada para filtro. No Capitulo 2 a pa-
lavra subentende estimacao de estados, cf. identificacao de
sistemas, pois 14 se sugere como o problema LPV pode ser
reinterpretado como tal .

A palavra é utilizada em duas acepgoes relacionadas mas
distintas neste trabalho. A primeira advém da teoria de
processos estocdsticos, especificamente o problema de fil-
tragem, obtencao da “melhor estimativa” do valor real de
alguma grandeza em um sistema, dada uma série de ob-
servagoes potencialmente ruidosas do mesmo. Nesse sen-
tido tém-—se os filtros de Wiener, Kalman, etc. O segundo
sentido, mais prosaico, € aquele de processamento de si-
nais: remocao ou atenuacao de componentes indesejadas
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Identificacao

Trajetoria

de um sinal, e.g. filtros passa—baixas, filtros Butterworth,
etc. Filtros nos sentidos de teoria dos conjuntos, ordenagao
ou topologia nao sao discutidos neste trabalho .

No Capitulo 2, “identificacao” seria o processo de selecio-
nar e ajustar os parametros de uma estrutura matematica
para se obter um modelo de um sistema fisico. Embora
o conceito seja aplicavel a sistemas variantes no tempo e
portanto a parametros em sistemas LPV, neste trabalho
tal sentido é referido como estimacao de parametros .

O entendimento mais comum quando a palavra é menci-
onada individualmente seria o de “trajetoria do sistema’”,
evolugao do estado z(t) ao longo do tempo de acordo com
uma soluc¢ao especifica de @(t) = f(z(t),...). Neste traba-
lho, porém, a palavra quase sempre se refere a trajetéria
dos parametros O(t) € RP que se deseja estimar .
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Sistemas Lineares com Parametros
Variantes no Tempo

Seja
(1.1)

o modelo matemético de um sistema dinamico nao-linear. x(t) é denominado
estado, u(t) entrada exégena, w(t) ruido de processo, t tempo, y(t) saida, e
v(t) ruido de medigao. Se as fungoes f(-) e h(-) sao lineares, entao o sistema
é dito linear variante no tempo (linear time—varying, LTV), e pode ser escrito
como:

8
=
I
e

() (t) + B(t)u(t) +w(t) ,

D)+ D()u(t) + v(t) (1.2)

<
—~
~
S~—
Il
Q
—~
~+
N~——
8
—~

Supondo que as dimensoes dos vetores sejam z(t) € R”, u(t) € R™ e y(t) €
R?, as matrizes terdo dimensoes A(t) € R™", B(t) € R™™, C(t) € R?*" e
D(t) € R?”*™. Os vetores w(t) € R™ e v(t) € RY sao processos aleatérios,
conhecidos apenas por suas estatisticas — neste trabalho, ambos sao conside-
rados ruidos brancos, de média zero e matrizes de covariancia Q(t) e R(t),
independentes entre si e dos demais valores do modelo: w(t) ~ (0,Q(t)) e
v(t) ~ (0, R(t)), respectivamente. Ambos serdo freqiientemente omitidos a
fim de simplificar a notacao, mas mencionados quando relevantes para a dis-
Cussao.

O objeto de estudo deste trabalho, sistemas lineares com parametros va-
riantes no tempo (linear parameter—varying, LPV), sao modelos lineares vari-



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

antes no tempo em que as matrizes de (1.2) sao combinagoes afins! de fungoes
escalares do tempo com coeficientes matriciais constantes:

i(t) = (Ao +> Akf)k(w) (t) + (Bo +> Bkek(t)> u(t)

k=1 k=1

(1.3)

k=1 k=1

As fungoes escalares do tempo 6x(t) : RT — R k= 1,...,p em (1.3)
sao denominadas parametros do sistema. Elas podem ser agrupadas em um
vetor

o) 2 [6i(t) ... 6,(t)]" eR?, (1.4)
produzindo a notacao mais concisa:

#(t) = AO))z(t) + B(O())u(t) ,

y(t) = C(O1))x(t) + D(O(1))u(t) -
A dependéncia afim dos parametros ficard implicita nas notagoes A(O(t)),
B(O(t)), C(O(t)) e D(O(t)) acima. Detalhes dessas formulagdes sao discu-

tidos a seguir, embora nao sejam essenciais para a compreensao do restante
do texto.

(1.5)

1.1.1 Formulacao das Matrizes LPV
Sem perda de generalidade, apenas a matriz LPV
p
A(O(t)) = <A0 + ZAka(t)> e R (1.6)
k=1

serd considerada. Definam-—se ainda

emn 2 [Om1 oo Omn] ER, (1.7)

onde
1 i
Gij=12
0,i%#)

'Devido ao termo Ag. E possivel obter também uma formulagao linear, como se discute
na Secgao 1.1.1.
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¢ a funcao delta de Kronecker, e

Ag = | 1 | e R (1.8)
A

P

uma matriz em blocos que armazena as constantes A; a A,. Note-se que
emmn , M =1,...,n sa0 apenas os vetores elementares em R".

Com as duas defini¢oes acima, mais o produto de Kronecker ® e I, como
matriz identidade em RP, é possivel escrever:

AOM) =Ao+ > ((eiy ® L) (O1)T @ Ag)(ei, ® 1)) - (1.9)

i=1

A formulagao (1.9) pode ser feita linear, e ainda mais compacta, se for
introduzido um parametro formal y(¢) multiplicando Ag: com as definigoes
alternativas

Ot (t) 2 [o(t) ... 6,()]" e R (1.10)
(§
Ag
AL 2| 1| e RrFDXR (1.11)
Ap

A(O(t)) torna-se

p+1

AO1)) = 3 (i1 © L) (O (1) © AY)(eiper ® L)) - (L12)

=1

A formulacao acima é conveniente para manipulagoes algébricas, pois a con-
digao 0y(t) = 1 pode ser facilmente reintroduzida quando se fizer necessério.
Cabe ainda comentar que, em (1.12), A(©(t)) corresponderia grosso modo a
um “trago” da matriz O (¢)T ® A, considerada em blocos n x n. Embora
nao se faca aqui nenhuma alegacao de rigor matematico, tal idéia é com-
pativel com a nogao de A(O(t)) ser uma fungao convexa de O(t).
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1.2 Analise e Projeto de Controladores para
Sistemas LPV

Se as matrizes forem constantes, (1.2) se reduz a um sistema linear invariante
no tempo (linear time—invariant, LTT):

&(t) = Az(t) + Bu(t) ,

y(t) = Cx(t) + Dul(t) . (1.13)

Ha um vasto corpo de conhecimentos sobre sistemas da forma acima: sao de
particular interesse para este trabalho os problemas de identificagao de sis-
temas e de estimagao de estados a partir de relagoes entre entradas e saidas,
como também o problema de controle, tanto no seu aspecto de regulacao?,

quanto no de rastreamento®.

Modelos LTT onde hé algum grau de incerteza sobre os coeficientes podem
ser escritos como

(t) = (A+ AA)x(t) + (B + AB)u(t)

y(t) = (C + AC)x(t) + (D + AD)u(t) . (1.14)

Tais incertezas poderiam, a primeira vista, modelar a variagao paramétrica
de um sistema LPV: isso seria interessante pois a teoria de controle robusto
oferece diversas ferramentas para andlise e projeto de controladores, com
as mesmas funcionalidades daqueles para sistemas LTI, satisfazendo ainda
critérios de desempenho como Hy ou Hee.

Para utilizar (1.14) como aproximacao para (1.3), é necessario assumir
primeiro que a faixa de variagao dos parametros seja limitada. Seja B C RP
uma “bola”* tal que O(t) € B, Vt; se os parametros forem normalizados tais
que 0 < 0;(t) < 1,7 =1,...,p, por exemplo, B = [0,1]", um hipercubo
unitario. Se entao

AO(t) CA+AA VO EB,

e repetindo o procedimento para as demais matrizes, (1.5) pode ser rei-
terpretada como um sistema incerto na forma (1.14) que contém todas as

2Controladores cujo objetivo é gerar uma entrada u(t) que leve o sistema a um ponto
de equilibrio, e.g. z(t) — 0.

30 objetivo do controlador é fazer com que a saida do sistema acompanhe uma tra-
jetéria desejada, e.g. y(t) — y(t), onde §(t) é essa trajetéria desejada.

4No sentido topoldgico, i.e. ndo necessariamente uma esfera.
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configuracoes possiveis do sistema LPV original. De fato, incluem-se ai con-
figuracoes que o sistema LPV jamais assumiria, o que torna essa aproximacao
conservadora em dois aspectos distintos. O primeiro esta relacionado ao de-
sacoplamento entre as variagoes das diferentes matrizes: por exemplo, se
AO(h)) = Ar, # A(B(t)) = Ay, e B(O(t1)) = By, # B(O(t2)) = By, 0 sis-
tema LPV nunca assumiria as configuracoes (A;, B2) ou (Ay, By); ja o sistema
incerto inclui ambas as possibilidades. O segundo aspecto tem a ver com o
conjunto de todas as trajetérias possiveis de ©(t), supondo O(t) € AO, Vt.
Se AO for uma regiao nao convexa, e B = Co(AO) for o casco convexo
dessa incerteza, havera pontos de B que nunca sao sao atingidos. O volume
de B — AO representa em parte esse conservadorismo, que pode ainda ser
amplificado se as incertezas matriciais, func¢oes de B, (e.g. AA = AA(B))
introduzirem ganhos.

De qualquer forma, a rigor a aproximacao robusta descrita acima sé seria
valida se parametros nao variassem no tempo, i.e.se fossem estaticos. Na
pratica, a aproximacao poderia continuar valendo enquanto a variacao pa-
ramétrica fosse “lenta” em relacao a dinamica do sistema incerto. Trabalhos
como [3, 4, 5, 6] analisam mais a fundo estabilidade quadratica e controle
LPV nessas condigoes, valendo destacar métodos que incluem nessa andlise
também a taxa de variagao maxima AO dos parametros, a fim de compensar
eventuais efeitos dessa variagao, como apresentado em [7, 8]. No entanto, o
que pode limitar definitivamente o valor de tais solugoes é a existéncia de sis-
temas LPV em que instabilidade pode ser induzida nao pela variacao rapida
dos parametros, mas sim por trajetérias especificas desses parametros [9].

Uma alternativa para o controle de sistemas LPV, que evita os problemas
descritos, é o uso de técnicas de gain scheduling [10], validas para sistemas
variantes no tempo de forma geral. A idéia basica é alterar a estrutura
de controle, seja pelo chaveamento de controladores fixos, seja pelo uso de
controladores parametrizados de acordo com alguma grandeza do sistema:
estado, entradas, saidas ou, no caso LPV, o valor parametros propriamente
ditos [11, 12, 2]. Trabalhos na literatura, como [2], constroem suas anédlises
assumindo que os parametros sejam conhecidos a prior: ou ao menos que
estejam disponiveis on-line; aqui se investiga o que fazer caso os parametros
nao estejam disponiveis, especificamente a viabilidade de estima—los e de usar
essa estimativa no controle. Antes disso, a préxima secao introduz o exemplo
de [2], a titulo de motivagao.
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1.2.1 Exemplo

Deseja—se, em [2], que o sistema LPV (1.5), com as matrizes®

aen = "0 G CONHE

ceE)=1[0 1], (1.15)
siga 0 modelo de referéncia

aewn =% ] CORHE

ce)=1[0 1] . (1.16)

O parametro é dado como 6;(t) = cos(y(t)) € [—1,1].

Os autores propoem o controlador
u(t) = K(©) (x(t) — Gz(t)) + M(©)z(t) + Qu(t) ,
onde u(t) é a entrada do sistema LPV, Z(¢) o estado do modelo de referéncia,
e & = 1(t), degrau unitario, a entrada dessa referéncia. A matrizes de projeto
G, Q, M(©) e K(O) devem ser tais que
C=0Caq, GA(©) = BM(©) + A(©)G
GB = BQ , K(©)=L©O)P .
Ainda, as matrizes L(©) e P = PT > ( acima devem satisfazer a LMI
H(©) = (A(®)P + BL(©)) + (A(©)P + BL(®))T < 0.
Para se obter uma solugao, escolhe-se L(©) com a estrutura igual a de

A<6)7
L(©)=Lo+ Y  Liby . (1.17)

k=1
Com isso, no artigo calculam-se
Lo = [-73.7192 0] , Ly = [-81.9103 32.7641] ,

81.9103 —32.7641
32.7641  81.9103

{ } , K(©)=[-1.0714 — 6,(t) —0.4286] ,
{ ] , M(©) =[-28—6,(t) —1] e
2

Y

°N.B. a notacdo dependente de parametros é usada no artigo mesmo para matrizes
constantes.
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que satisfazem as condigoes de projeto.

Sem o controlador, a resposta ao degrau do sistema LP com as matrizes
(1.15) seria como mostra a Figura 1.1. Embora a figura ndo mostre, com
o controlador a resposta do sistema se torna indistinguivel da referéncia.
Ao final desta tese pretende-se mostrar que, se o parametro nao estiver
disponivel, é possivel estima—lo e obter o mesmo resultado.

14

12F

10 f
08 f
06 —
0.4 f

02f

sistema LPV: vermelho, referéncia: azul
Figura 1.1: Respostas do sistema LPV (1.5) a ser controlado (matrizes
(1.15)) e da referéncia (matrizes (1.16)).

1.3 Objetivos e Metodologia

Introduzidos os temas principais pela discussao apresentada até aqui, pode—se
dizer que objetivo primério deste trabalho seria estudar o problema de es-
timagao de parametros em sistemas LPV tendo em vista utilizar a informacgao
obtida para aprimorar o controle dos mesmos. E importante destacar essa
finalidade para desde ja eliminar uma possivel fonte de mal-entendidos: nao
se pretende aqui medir os parametros, no sentido de se obter um valor preciso
para os mesmos a todo tempo. A influéncia paramétrica sobre o comporta-
mento observavel do sistema é variavel, e nem sempre ha informacao sufi-
ciente para se obter uma medida. Informagcao limitada, porém, pode ainda
ser util. Nesse sentido, nao foi feita uma andlise quantitativa dos erros de
estimacao encontrados, mas apenas uma analise subjetiva. Anadlise quan-
titativa, como erro quadratico médio, sé seria aplicdvel ou no contexto de
medicao, nao estudado aqui, ou no contexto de aplicacao, onde poderia ter
sido usada para comparar as medidas de erro das Figuras 5.12 (c) e (d).



CAPITULO 1. INTRODUCAO 8

Em termos de metodologia, o trabalho se iniciou com a construcao dos
métodos de estimacao a partir de matematica basica. Durante esse processo
percebeu—se a necessidade de justificar a amostragem do sistema LPV ou de
estabelecer o tamanho de uma vizinhanca, em torno de um dado instante de
tempo, onde determinadas aproximacoes poderiam ser feitas. Isso levou ao
estudo preliminar sobre largura de banda e amostragem de sistemas LPV,
que é apresentado primeiro. No tocante a revisao da literatura pertinente
a esses esforcos, o que se percebeu foi uma falta de informacao sobre o as-
sunto: falta nao no sentido de nao ser possivel encontrar artigos citando as
palavras—chaves necessarias, mas sim no fato de a grande maioria deles s6
tratar de forma tangencial os pontos de interesse desta tese.

Uma questao interessante, “por qué nao se usou filtragem de Kalman
como método para estimar parametros?”, merece ser respondida a parte. Do
ponto de vista da literatura, ha bastante material sobre o assunto, sendo que
a Secao 2.3 chega a apresentar o estimador adaptado. Tal idéia nao foi le-
vada adiante, e apresentada junto aos outros métodos, em parte por falta de
tempo. Além disso, a contribuicao extra teria sido possivelmente pequena.
Para encerrar a discussao, vale apresentar uma justificativa filoséfica para
a abordagem pouco convencional adotada nesta tese, parafraseando Kuhn
[13]. Segundo ele, o estabelecimento cientifico tem uma forte tendéncia a
ortodoxia, no sentido de construir um corpo de conhecimentos consistente e
trabalhar para manté-lo assim. Até certo ponto obtém-se um desenvolvi-
mento linear, mas eventualmente tal paradigma pode se tornar ultrapassado.
Quando isso acontece os proponentes da necessidade de se inovar sao margi-
nalizados num primeiro momento, até que a substituicao do paradigma an-
tigo por um novo se torne inevitavel. Tém—se assim as revolucoes cientificas,
como heliocentrismo vs. geocentrismo, ou fisica quantica e relatividade vs.
fisica classica. Este trabalho nao pretende ser revolucionario, mas nao deixa
de tentar perturbar o status quo pelo menos um pouco.

1.3.1 Estrutura do Texto

O Capitulo 2 faz uma breve revisao sobre os problemas de identificacao de
sistemas e de estimacao de estados. A idéia nao é explorar a fundo muito
menos esgotar os assuntos, mas sim contextualizar o problema de estimacao
de parametros que, a rigor, seria um problema de identificacao, mas que
do ponto de vista pratico, e de ferramental matematico, talvez se aproxime
mais da estimacao de estados. A adaptacao do filtro de Kalman descrita na
Secao 2.3 ilustra esse segundo ponto de vista. Este capitulo pode ser omitido
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sem prejudicar a leitura do restante da tese.

Em seguida, o Capitulo 3 investiga largura de banda e amostragem de sis-
temas LPV. Embora lineares em sua estrutura externa, a variacao temporal
dos parametros faz com que a questao da amostragem de entradas e saidas
nao seja obvia, repercutindo nos problemas de identificacao e estimacao em
tempo discreto. Mesmo no dominio do tempo continuo é necessario deter-
minar o tamanho da vizinhanga, dada a linearizacao do sistema num deter-
minado instante de tempo, em que essa linearizacao permanece valida. Em
contraste com trabalhos ja mencionados onde a taxa maxima de variacao
paramétrica é suposta conhecida, o estudo nesta tese aponta na direcao de
nao ser necessario conhecer ou limitar essa taxa, visto que a parte linear
do modelo LPV funciona como limitante natural para seus efeitos, um fil-
tro “passa—baixas”. Cabe ainda mencionar que o célculo do raio espectral,
usado como estimativa conservadora para largura de banda de sistemas incer-
tos, tem aplicagoes também em sistemas amostrados e matemaética discreta,
aplicagoes essas que poderao ser exploradas em trabalhos futuros.

Uma primeira visao de estimacao de parametros é apresentada no Ca-
pitulo 4. Nele o problema, considerado em termos de amostras do sistema
LPV, é escrito como minimizacao de uma funcao de erro. As caracteristicas
dessa funcao objetivo permitem afirmar que o problema nem sempre pos-
sui solucao exata, no sentido que em determinados momentos pode nao ser
possivel estimar um ou mais parametros. Isso ocorre, conforme dito antes,
pois nem sempre o comportamento observavel do sistema ¢ sensivel a todos
0s parametros.

A segunda interpretacao da estimacao de parametros, na forma de proble-
mas escalares, é apresentada no Capitulo 5. Os métodos propostos evoluem
de uma abordagem em “malha aberta” (estimador em malha aberta, nao
significa que o sistema LPV seja uma malha aberta) a uma abordagem em
“malha fechada” (mesmo comentdrio), onde o parametro é obtido pela de-
modulacao de sua influéncia na resposta do sistema. As condigbes em que
essa influéncia desaparece, e suas conseqiiéncias para a estimacao do corres-
pondente parametro, bem como possivel a interferéncia entre dois ou mais
parametros, sao vistas em um novo angulo. O capitulo se encerra retomando
o exemplo da Se¢ao 1.2.1, que serve para demonstrar a viabilidade de se es-
timar um parametro e aplicar o valor obtido no controle LPV.

Finalmente, o Capitulo 6 lista as conclusdes e discute alguns possiveis
trabalhos futuros. Cabe também citar os apéndices A e B: o segundo é
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uma revisao sobre transformagoes em matrizes variantes no tempo, usadas
no Capitulo 5, enquanto o primeiro explora a solucao de equacoes diferenciais
de um ponto de vista alternativo, baseado em geometria diferencial. Origi-
nalmente essa teoria deveria servir como base para um terceiro método de
estimacao de parametros, mas por razoes de tempo tal desenvolvimento ficou
relegado a futuras investigacoes.



Capitulo 2

Identificacao de Sistemas,
Estimacao de Estados e de
Parametros

O problema de estimagao dos parametros variantes no tempo em (1.3) esté
entre as areas de identificacao de sistemas e de estimacao de estados, que com-
partilham grande parte do mesmo ferramental matematico. Os parametros
sao, a rigor, parte do modelo do sistema LPV; a outra parte, os coeficien-
tes matriciais, sao considerados conhecidos neste trabalho. Assumindo que
os estados sejam mensuraveis, a estimagao dos parametros ficaria assim ca-
racterizada como um problema de identificagao. De fato, se os parametros
0x(t) forem fungoes diferencidveis do tempo', para cada instante ¢; haverd
um valor 6t > 0 tal que, na vizinhanga |t — t;| < 6t, os termos A0y (t)z(t)
de (1.3) podem ser aproximados como Ay ,;x(t), Ak, £ ApOy.i, Ori o valor
médio do parametro nessa vizinhanca. Por outro lado, os mesmos termos
podem ser escritos também como Ay (0x(t)x(t)): agrupando os parametros
como os estados, e reescrevendo o sistema apropriadamente, o problema se
torna estimacdo de um estado aumentado x*(t).

Embora este trabalho se concentre na primeira estratégia, uma abor-
dagem da segunda alternativa é introduzida ao final deste capitulo; antes,
porém, sao apresentados os principais conceitos de identificagao de sistemas
e de estimacao de estados, numa breve revisao. Em termos de referéncias, a
visdo geral sobre estimagao de estados aqui apresentada vem de [14]. (Por
isso, relativamente poucas outras referéncias sao citadas ao longo do texto.)
Quanto a identificacao de sistemas, o material basico aqui apresentado vem
de [15, 16]; para uma visao mais aprofundada, citam—-se [17, 18].

1Ou mesmo sob condicdes um potco menos estritas.

11
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2.1 Identificacao de Sistemas

Embora a identificacao de sistemas passe primeiro por um estagio passivo
de observacao, determinacao de principios de funcionamento e levantamento
de dados relevantes, o primeiro passo ativo normalmente é a obtencao de
informacoes de entrada e de saida. O processo de excitacao do sistema para
aquisicao de dados pode ser feito de diversas maneiras, como por exemplo:

e Resposta transiente: resposta a impulsos ou a degraus. Este tipo
de procedimento é relativamente simples de implementar, e freqiien-
temente representativo dos sinais de entrada que o sistema pode en-
contrar em operacao normal. Por outro lado, a amplitude de excitagao
necessaria para uma boa relacao sinal-ruido pode ser elevada, e os resul-
tados dos testes podem nao ser diretamente usaveis para identificagao
ou controle;

e Resposta em freqiiéncia: amplitude e fase da resposta a excitacao
por sendides de diferentes freqiiéncias. A coleta de dados pode ser
mais trabalhosa do que na alternativa anterior, particularmente se as
constantes de tempo do sistema sao altas. Amplitude da excitagao
também é fator na relagao sinal-ruido, mas os dados obtidos podem
ser usados diretamente em alguns métodos de projeto de controle;

e Informacgao estocastica em estado estacionario: utiliza a res-
posta ao ruido sobreposto a entradas e saidas do sistema, durante sua
operagao normal. Na pratica o desempenho é limitado por dois fato-
res: a amplitude da perturbacao pode ser insuficiente, ou a excitagao
dinamica do sistema pode ser incompleta;

e Excitagao por sinal binario pseudo—aleatério (Pseudorandom bi-
nary signal, PRBS): excita¢do do sistema por um sinal bindrio de am-
plitude +A ou —A, conforme saida de um registrador de deslocamento
de n bits. Além da amplitude do sinal e da largura do registrador, a
funcao de realimentacao do mesmo é também parametro de projeto,
produzindo uma seqiiéncia pseudo—aleatéria de periodo 2" — 1 suficien-
temente longo.

Obtidos os dados, o passo seguinte é determinar um modelo matematico
capaz de explicar o comportamento observado e predizer respostas do sis-
tema a futuras entradas. Tais modelos podem ser paramétricos — comple-
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tamente caracterizados por um conjunto bem definido de fatores — ou nao—
paramétricos — descri¢oes funcionais cuja caracterizagao precisa pode nao ser
trivial, como por exemplo respostas em freqiiéncia. Neste trabalho a dis-
cussao esta restrita aos primeiros, cujas estruturas sao conhecidas a priori.
De particular interesse sao os modelos de sistemas dinamicos que podem ser
expressos como fungoes matematicas explicitas, como (1.1): tal equagao sera
reescrita aqui ignorando os ruidos e destacando sua natureza paramétrica,
via a dependéncia de um vetor de parametros O(t):

(1) = f(x(t), u(t), 0(),1) ,
y(t) = h(z(t), ult), O(1),1) .

Para fins de identificacao, freqiientemente o sistema é amostrado. Discreti-
zando a equagao acima, tem-se:

Tpr1 = fa(Tp, ug, Ok, k)

Yk = hd(xk,'&k, @k, k) .

Para simplificar esta discussao inicial o sistema sera considerado invariante
no tempo, isto é, os parametros ©, = O serao considerados constantes.
Outra simplificacao serd reescrever o sistema na forma de uma equagao de
diferencas,

Yr = g(yk—1, vy Yk, Uky - - - Uk—n), @) . (2-1)

A idéia de um modelo de ordem finita n, dimensao do estado que armazena
a histéria do sistema, estd implicita acima. Uma outra observacgao é que to-
das as grandezas podem ser escalares ou vetores, a distingao é imaterial aqui.

Sejam 4 e gy os valores mensurados (i.e. , incluindo ruidos) das entradas
e saidas do sistema. Introduzindo esses valores na equagao (2.1), num dado
instante k£ o valor da saida seria previsto como

@k = g(gk—h s ;gk—naﬂka s 7ak‘—n7 @) .

O tnico fator desconhecido na equacao acima seriam os parametros ©. A
funcao g a cada instante k pode ser reescrita como my(©), variante no tempo
pois depende das entradas g, ..., Ur_, € das saidas §r_1,..., Yr_n, medidas
no instante atual () e antes. Define-se ent@o o erro de predigao no instante
k, funcao dos parametros, como:

€L = Y — Qk = mk(@) . (22)
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Conforme posto acima, o problema de identificagao paramétrica pode ser
colocado como uma otimiza¢do: minimizar um custo, e.g. o quadrado de (2.2)
acima, como fun¢ao dos parametros. Tal idéia, minimos quadrados (least
squares, LS), é fundamental para uma série de desenvolvimentos posteriores.
Assumindo que a fungao mg(©) seja linear nos parametros, ela pode ser
escrita como o produto de um vetor my, pelo vetor de parametros ©. Tem—se
assim

Cr = Yr — hg@ .

Tomando—se um niimero N de medidas, é possivel escrever:

€k Yk M1 Mi2 . Mgy 01
Cht1 Yk+1 Met11 Mit12 - Mpgip | |02
ChtN Ykt N Mp4N1 MerN2 - Mianp | |[Op
ou
e=y—MO. (2.3)

Se J é um custo quadratico, escalar, a ser minimizado:
J=cte=yTy—y"MO-0"M"y+0"M" MO

%)
= %eTe = —2M"y+2M"MO =0

= Ops = (MTM) " M7y, (2.4)

com a matriz M definida implicitamente em (2.3). Por meio de alguns re-
sultados de algebra linear a técnica acima pode ser adaptada para permitir
o recalculo da estimativa com adicao de novas medidas, sem necessidade de
inverter matrizes M cujas dimensoes crescem a cada instante: tal extensao é
denominada estimador recursivo por minimos quadrados.

Outra variagdo importante de (2.4) é o estimador ponderado Owrs =
(MTW]\/[) - M™Wy (weighted least squares, WLS), também com uma versao
recursiva. A idéia é atribuir pesos diferentes, via a matriz W, para os dife-
rentes pontos de dados: por exemplo, atribuir mais confiabilidade a medidas
mais recentes. Isso pode ser reinterpretado do ponto de vista estatistico:
de fato, se a variancia do ruido for R = 021, entao a estimativa WLS com



CAPITULO 2. IDENTIFICACAO E ESTIMACAO 15

W = R™! é o chamada best linear unbiased estimate (BLUE).

Para finalizar a discussao sobre modelos paramétricos e o ponto de vista
estatistico, cabe citar também os métodos de maximum [ikelihood estimate
(MLE). Neste tipo de identificacao as funcoes de densidade de probabilidade
para as variaveis aleatorias relevantes sao escritas em termos dos parametros,
e ajustadas de acordo com as observagoes. Embora mais flexivel, tal es-
tratégia pode se tornar computacionalmente intensiva e s6 viavel como pro-
cedimento numeérico.

2.2 Estimacao de Estados

No problema de estimacao de estados, parte—se do pressuposto que o modelo
do em sistemas dinamico seja conhecido. Além disso, conhecem—se também
os valores de entradas e saidas, possivelmente combinados a ruidos. O pro-
cesso de estimacao é normalmente feito on—line, produzindo de forma recur-
siva o valor esperado do estado, condicionado a histéria anterior do sistema
(conhecimento a priori), ao que o modelo prediz e a real saida mensurada
(conhecimento a posteriori).

2.2.1 Filtro de Kalman

O filtro de Kalman é deduzido a partir da analise de como o valor esperado
da estimativa de estado e sua covariancia se propagam ao longo do tempo,
na presenca de ruidos com estatisticas também conhecidas, de acordo com
as equacoes dinamicas do sistema. Seja o modelo discreto

Tp = Fr1vk1 + Groqug—1 + wp—1 (2.5)
yr = Hyxp + v, '

com ruidos de processo e de medigao brancos, média zero, nao correlaciona-
dos, cujas matrizes de covariancias sao dadas por

Wg ~ (07 Qk) ) Vg ~ (07 Rk) )
E [wew] | = Qud(k — j) , E [vv] | = Rid(k —j) , e
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O filtro de Kalman, estimador do estado e de sua covariancia, é dado
pelas seguintes equacgoes:

2y = Elzo] ,

P =E [(zo — 2§ )(x0 — 27)"] ,

Py =F,  PF FL + Qe

Ky = Py HY (H Py HY + Ry)™
= PrHE R,

Ty = Fpa@f ) + Georug—

Tf = ay + Ki(yr — Heiy)

Pl =(I- Kka)Pk‘(] — Ky Hy)' + KL R K}
= ((P)" + Hy Ry Hy)™
= (I — KiHy) Py .

(2.6)

Acima, Z; é a estimativa do estado no instante k, e P, sua respectiva co-
variancia. K} é o ganho do filtro, e os sobrescritos — e + denotam conhe-
cimento a priori e a posteriori, i.e. antes ou depois de as medidas y, terem
sido processadas. Os valores esperados do estado inicial e de sua covariancia
sao usados para inicializar o algoritmo.

Para sistemas continuos, o filtro de Kalman pode ser obtido através da
discretizacao de

(2.7)

com intervalo de amostragem 7. Para pequenos valores de T, toma-se a

expansdo em série e4” = I + AT +t.0.s. e desprezam-se os termos de ordem

superior, obtendo

~ (I + AT) , G=("T-1A"'B~BT,
Q = QCT )

I
:UQCD

(¢}

F
i
R (2.8)

ﬂ

As matrizes acima sdo substituidas em (2.5), e como o sistema original é
invariante no tempo, F, = F e assim por diante. Quanto aos ruidos de
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processo e de medicao, supoe—se que as versoes continuas sejam tais que

w(t) ~(0,Q.) < E [wt)w(r)"] =Q(t —7) e
v(t) ~(0,R.) < E [U(t)U(T)T} =RO(t—71),

de forma que as relagoes entre covariancias continuas e discretas sejam como
em (2.8).

Apés substituir as matrizes (2.8) em (2.6), o passo seguinte ¢ retornar
ao dominio continuo. Primeiramente, toma—se a expressao para o ganho do
filtro e calcula—se o limite quando 7" — O:

Ky=P, H'(HP;H" + R)™"

=P, CY(CP;C" +R,/T)™*
Ky

= 5 =B CT(CR C'T + R)™!
. Kk o — ~T p—1 _ T p—1
ﬁ%lgé?—PkC’ R ,ou K(t)=P(t)C R, .

As demais equagoes podem entao ser obtidas diretamente (no caso das condigoes
iniciais), ou utilizando o resultado acima e calculando uma vez mais limites
(nos casos da covariancia e da estimativa). O resultado final é

P, — Py
= —P(t)C"R;'CP(t) + AP(t) + P() A" + Q. .

A solucao da equacgao de Riccati, P(t) = ... acima, pode ter um alto custo
computacional. Além disso, podem surgir problemas numéricos que resul-
tam na perda da propriedade positiva definida de P(t). Diferentes fatoragoes
dessa matriz dao origem a métodos alternativos, e.g. raiz quadrada ou U-D,
capazes de reduzir embora nao eliminar esses problemas.
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2.2.2 Extensoes Nao—Lineares do Filtro de Kalman

O filtro de Kalman como apresentado acima se aplica a sistemas dinamicos
lineares. Para sistemas nao-lineares, uma adaptacao basica seria linearizar
as equacoes do modelo e estimar os estados a partir delas: tal idéia, o filtro
de Kalman estendido (extended Kalman filter, EKF), é de implementagao
simples mas seu desempenho pode ser prejudicado dependendo de como a
linearizacao distorca a propagacao de médias e de covariancias. O unscented
Kalman filter (UKF) é uma alternativa geralmente superior em aplicagoes
nao-lineares, como [19, 20, 21]. Nesse filtro, ao invés de se usar o modelo
linearizado para propagar as estatisticas, tomam—se uma série de amostras
em torno da média, os chamados pontos sigma, que sao transformados pela
equagao nao-linear. KEsses pontos sao, por sua vez, usados para calcular
médias e covariancias mais precisas.

2.2.3 Outros Filtros

Para finalizar esta discussao, cabe mencionar outros filtros de importancia
histérica (Wiener) ou prética (Mo, particulas). Os filtros de Wiener sao
calculados assumindo—se que sinais e ruidos sejam processos aleatoérios es-
taciondrios, com caracteristicas espectrais, autocorrelagoes e/ou correlagoes
cruzadas conhecidas. Os resultados de projeto sao sistemas lineares inva-
riantes no tempo, causais ou nao—causais, capazes de extrair a informacao
desejada. Ja os filtros H., enfocam robustez: embora os filtros de Kalman
também possam ser modificados para lidar com modelos imperfeitos, os fil-
tros Hs sao projetados para minimizar o ganho méximo entre distirbios e
o erro de estimacao. Informacao estatistica sobre ruidos nao é requerida,
embora possa ser usada. Finalmente, o filtro de particulas é uma alternativa
nao—linear para o EKF ou o UKF. Tracando um paralelo com os métodos
MLE citados na secao 2.1, tanto o filtro de particulas quanto esses ultimos
utilizam densidades de probabilidade condicionais e podem ser computacio-
nalmente caros, embora capazes de fornecer bons resultados.

2.3 Estimacao de Parametros

Embora sua utilizacao priméaria seja estimar estados, os filtros discutidos na
secao anterior podem ser adaptados para estimacao de parametros. Dada a
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equagao (1.5), incluindo ruidos,
#(t) = A(O(1))x(t) + B(O(1))uft
y(t) = C(O1))x(t) + D(O(1))u(t

se o estado for redefinido como

a L Ilf(t)
e 50]
o sistema LPV pode ser reinterpretado como um sistema nao-linear. Su-
pondo que o vetor de parametros ©(t) assuma um valor nominal constante,
é possivel somar a ele um ruido artificial w?(¢), para que um filtro de Kal-

man possa atualizar sua estimativa. Definindo também um ruido de processo
estendido,

~— —
+ +
= B
= =

tem—se:

= [(@*(@), u(t), w' (1)) , (2.10)

Visando utilizar o filtro de Kalman estendido, seja 2%(t) a estimativa
do estado aumentado. Sejam também w®(t) ~ (0,Q), v(t) ~ (0,R), e as
matrizes

: Of _of
A_ﬁmaja’ L_aw“ia’
- Oh oh
C_ﬁm“fa’ M_%_%a’
Q=LQL", R=MRM?" .

Com essas definicoes, o filtro de Kalman
#(0) = E[+(0)] .
P(0) = E[(2(0) — #(0))("(0) — 2°(0))"] .
2= fla(t),u(t), 0) + K(8)(y(t) — h(z*(t), u(t),0)) , (2.11)
K(t) = P(t)CTR™!,
P(t)= AP(t) + PMAT +Q — P()CT"R'CP()
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pode ser usado para estimar o estado aumentado, incluindo os parametros ©.

Para o caso discreto, seja o modelo

T = Fip-1(0)rp—1 + Gr(O)ug—1 + Lip—1(0)wi_1 ,

(2.12)
Y = Hypzp + vk .

Embora a equacao acima assuma que Hj seja independente dos parametros,
uma eventual dependéncia de © nao complicaria muito o problema. A idéia
é, novamente, reescrever o sistema com o estado aumentado

a & | Tk
2 [i)

Se os parametros forem constantes, a evolucao de © no tempo poderia ser
dada por
O =0, 1+ wzfl ,

onde wf é, uma vez mais, um termo artificial de rufdo que possibilita ao
filtro de Kalman ajustar a estimativa paramétrica. O modelo aumentado?
torna—se

xp = Fi1(0)zp—1 + Gp1(0)ug—1 + Lip—1(0O)wi—y

= f(xzil,uk—lgwk—hwzfl) (213)

yr = [Hy 0] {Ug:] + vk,

e um filtro nao—linear pode entao ser usado para estimar os parametros.

2.3.1 Limitacoes

Embora os filtros de Kalman e suas variagoes sejam amplamente utilizados,
¢ possivel apontar algumas limitagoes que os tornariam menos interessantes
em determinadas aplicagoes. Por exemplo:

e Necessidade de conhecimento da média e da correlacao dos ruidos wy e
Uk, a cada instante k. Isso nao é observado na formulagao apresentada
aqui por causa da hipdtese de ruidos com média zero e independentes
entre si, adotada desde capitulo 1);

“N.B., embora a segunda equagio, yx = ..., seja linear em ¢, a primeira nao necessa-
riamente o é.
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e Estatisticamente, uma propriedade do filtro de Kalman é minimizar
a variancia do erro de estimacao. Isso o torna 6timo se o ruido é
Gaussiano, e a melhor alternativa linear se nao. Outros filtros podem
ser mais interessantes para outros tipos de sistemas, ruidos ou fungoes
de custo, como por exemplo H.);

e Necessidade de conhecer o modelo do sistema, e.g. as matrizes Fj e
Hy, em todos os instantes. Cabe destacar que a versao para sistemas
continuos apresentada neste capitulo, em (2.9), assume sistemas LTI a
fim de manter a apresentacao simples.

Embora os aspectos estatisticos sejam importantes, o iltimo ponto ¢é tal-
vez 0 mais relevante no que diz respeito a estimagao de parametros de siste-
mas LPV. As adaptagoes (2.11) e (2.13) resultam em sistemas nao lineares
variantes no tempo, e essa variacao estd atrelada aos parametros que se deseja
estimar. Do ponto de vista do ruido artificial w?, os parametros sdo conside-
rados ora constantes, quando da linearizacao local do modelo, ora varidveis,
enquanto parte do estado estendido. Por causa dessa dualidade, a correta
discretizacao de (1.3) torna-se critica: diretamente em (2.13), indiretamente
em (2.11). Esta é uma das motivagdes para o estudo a ser apresentado no
préximo capitulo.



Capitulo 3

Estimativa do Raio Espectral e
Amostragem de Sistemas LPV

A amostragem de sistemas LTI é um problema bem entendido, e esta inti-
mamente relacionada aos problemas de identificacao desses sistemas e de es-
timacao de seus estados. Na tentativa de se estender os resultados e métodos
LTT para sistemas LPV, uma possivel interpretacao desses ultimos seria a
de superestruturas lineares invariantes no tempo, encapsulando subsistemas
nao—lineares variantes no tempo. O capitulo comeca com um estudo sobre
o raio espectral de uma matriz afim—dependente de parametros com os mes-
mos estaticos, i.e. invariantes no tempo: o calculo desse valor, bem como do
vetor © que o atinge, permite avaliar um limitante superior para a largura
de banda de sistemas LTI incertos.

A segunda parte do capitulo trata de sistemas LPV de segunda ordem
que, devido ao espaco de estados plano, sao faceis de visualizar, ilustrando
trés categorias basicas no que diz respeito aos autovalores: reais distintos,
reais repetidos, ou par de valores complexos conjugados. Tais categorias
sao importantes pois sistemas de ordem superior podem ser decompostos
em blocos com essas caracteristicas, por transformagoes de similaridade ou
de equivaléncial. Em particular, o caso de autovalores conjugados comple-
xos permite estudar os efeitos da variagao temporal na largura de banda,
comparada a de sistemas LTI: aqui se propoe o uso de uma aproximacao
pratica para adicionar uma margem de seguranca que permite amostrar cor-
retamente o sistema variante no tempo. O capitulo se encerra combinando
os resultados da primeira parte com os da segunda, determinando uma abor-
dagem para se calcular a taxa minima de amostragem para sistemas LPV.
Um resumo do desenvolvimento e dos resultados devera ser publicado em [22].

Vide apéndice B.

22



CAPITULO 3. RAIO ESPECTRAL E AMOSTRAGEM LPV 23

Em termos de idéias fundamentais e referéncias, citam-—se primeiramente
[23, 24]: a partir do estudo de @(t) = A(t)z(t) e de seu caso particular A(t) =
A(O(t)) mostra—se que, dadas certas restrigdes quanto ao intervalo minimo
entre possiveis descontinuidades (“dwell time”), é possivel caracterizar uma
taxa de crescimento exponencial. O problema discreto

z(n+1) = (Ao + Z Akek(n)> z(n) (3.1)

k=1

e os conceitos de raio espectral conjunto e generalizado, relacionados a pro-
dutos de matrizes, como na matriz de transicao de estados para o sistema
acima, também sao relevantes visto que apds amostragem (1.3) toma essa
forma. Do ponto de vista computacional, a verificacdo da estabilidade de
(3.1) é NP-hard [25, 26] e o célculo dos raios mencionados um problema
nao—decidivel [27], mas em alguns casos o resultado pode ser aproximado
[28] ou mesmo calculado explicitamente, como nos problemas de conectivi-
dade de grafos estudados em [29].

3.1 Estimacao do Raio Espectral

Dada a matriz A(©(t)) de (1.3), seus elementos a; ;(O(t)) sdo funcodes afins
dos parametros. Considerando os parametros invariantes no tempo (estati-
cos), a matriz A(O(t)) = A(O) e seus elementos podem ser escritos como:

A©) = [a:;(©)] = Ao+ Y Aty

k=1

p
= :;(0) = a0+ Y aijubh - (3.2)
k=1

Os autovalores A\(A(©)) da matriz acima sao as raizes da equagao carac-
teristica det(A] — A(©)) = 0, e os coeficientes do polinémio caracteristico
det(A] — A(©)) s@o produtos dos elementos a; ;(©). Por causa disso, os au-
tovalores sao funcgoes continuas de ©. O raio espectral corresponde ao menor
circulo centrado na origem que engloba esses autovalores, sendo determi-
nado pelo autovalor de maior valor absoluto. Como esse tiltimo varia com
os parametros, a funcdo raio espectral, p(A(©)), é também continua em O.
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Nao h&, porém, garantias quanto a sua concavidade ou convexidade, e nem
quanto a sua diferenciabilidade. Maximizagdo ou minimizacao de p(A(©))
em relacao a © nao sao triviais, podendo ficar presas em pontos criticos locais.

Uma possivel alternativa para se calcular o raio espectral seria a férmula
de Gelfand? [30],
p(A) = Tim | AF|YE
k—o0

Tal formulacao evita os problemas mencionados acima, mas introduz varias
outras dificuldades computacionais. Isso também vale para o calculo do raio
espectral por meio de artificios como p(A(0)) = /p(A*(©)A(0)), que intro-
duz produtos dos parametros originais 6. Por outro lado, o corolario 6.1.8
de [31], cujo resultado final é reproduzido abaixo, permite calcular um limi-
tante para o raio espectral que freqiientemente?® coincide com o valor correto.
Além disso, a féormula preserva a dependéncia afim dos parametros:

. 1 ¢
P S min o 15 (g 271wl - 53)
Notas: (1) a equagao esté escrita acima em termos das linhas de A, embora
também pudesse ser expressa em termos das colunas da matriz. A fim de
deixar isso claro, as desigualdades obtidas expandindo os termos max{...}
de (3.3) ser@o sempre referidas como desigualdades de linha/coluna. (2) In-
troducao das varidveis auxiliares p; € R™, ¢f. p, numero de parametros.

3.1.1 Raio Espectral Minimo

Algumas transformagoes sdo necessarias para se ter (3.3) na forma de um
problema de minimizacao (linear) padrao. Primeiramente, define—se

A+

(3.4)

,] )
com |a; ;| = a;fj +a;; e a;fj , a;; > 0, tal que valores absolutos sejam elimi-
nados da expressao (artificio relativamente comum em otimizagao): (3.3) se
torna
1 n
p(A) < min max p ij (a4 a;;) ¢ - (3.5)
) =1

- p17---7pn>0 IS'LS?’L

2A férmula de Gelfand vale para qualquer norma matricial.

3Leia-se, em todos os exemplos calculados na elaboracdo deste trabalho. A rigor o
coroldrio fornece apenas um limitante (bound, em inglés), teoricamente pode haver casos
onde esse valor superestime o raio espectral, dai o sinal <.
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Embora nao seja imediatamente 6bvio neste ponto, na solucao final as res-

trigoes implicitas a;fj #0=a,;=0eaq;; #0= a;-fj = ( serao automatica-
mente satisfeitas (o problema final serd resolvido como linear).

O problema minimax dado por (3.5) e equagoes (3.2) e (3.4) combinadas
tem 2n? 4+ n + p varidveis: a;fj, a; iy pie by, comi,j=1,....,n k=1...,p.
Introduzindo uma varidvel auxiliar z tal que p(A) < z e reescrevendo as
expressoes indexadas por i na equagao (3.5) como desigualdades, o problema

se torna

min z (3.6)

. + 4=
2, pi, Ok, Qi gy A 5

n
S. a. piZZij(a;fj—i-a;j), 1=1,...,n
j=1

p
a;’j—ai_’j:ai,j,0+2am7k6’k, i,jzl,...,n
k=1
0<6, <1, k=1,....p

A formulacao acima é nao—linear, mas se os valores de p; forem fixados ela se
torna linear em z, a;’j, a; ; € 0. Dessa maneira ela pode ser utilizada para cal-
cular um limitante inferior para p(A(©)) em fungdo de © e, se as dimensoes
do problema forem relativamente pequenas, pode mesmo ser resolvida simbo-
licamente. Assumindo que os valores p; sejam constantes positivas, é possivel
aplicar o método simplex, por exemplo, a (3.6): os valores de z e de © assim
obtidos sao funcoes nao lineares dos p;’s. Numa segunda etapa, minimiza—
se z em relacdo aos p;’s e verifica-se se as respostas numéricas, tanto z°Pt
quanto ©O9P' satisfazem o problema original. Normalmente p(A(G°PY)) é o

valor correto, comparado a z°P* que pode incluir alguma folga.

A computagao aqui descrita deve ser feita com cuidado, pois muitos de-
talhes de implementagao, e.g. selegao de pivots ou condigoes de factibilidade,
dependem implicitamente das faixas de valores assumidos pelos p;’s — tais
detalhes serao explorados no exemplo que se segue. Alternativamente, pode—
se adotar um conjunto de valores arbitrarios para os p;’s, por exemplo Fp,
e resolver o problema para um valor étimo ©Y; toma-se entdo esse ©°, e
resolve—se o problema original, agora nao linear, para um novo conjunto de
pi’s, P1. Tal processo iterativo deverd convergir para P, = PPt e ©, = Q©Pt,

=0,...,Q , resolvendo o problema original. De qualquer forma, a com-
plexidade depende principalmente da ordem da matriz, n, pois somente as
desigualdades de linha/coluna contém produtos dos p;’s com outras variaveis;
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os p parametros 0, sao relevantes na parte do problema que inclui seus limi-
tes e as igualdades envolvendo afj e a; ;. Essas ultimas varidveis e restrigoes
de igualdade podem ser eliminadas completamente, como se descreve a seguir.

Alguns dos n? elementos a; j(©) da matriz podem nunca mudar de si-
nal: seja por nao dependerem de nenhum parametro, seja porque dados
parametros limitados, e.g.0 < 6, < 1, alguns a; ;(©) possam ser sempre
nao—positivos ou nao—negativos. De fato, muitas das on’ combinacoes de
sinais de elementos da matriz podem nunca acontecer. Além disso, os pro-
blemas de factibilidade que detectam combinacoes impossiveis de sinais sao
lineares e numéricos, portanto de baixo custo computacional. Isso possibilita
significativa simplificagdo do problema. A equacdo (3.6) pode ser reescrita
como

min z (3.7)

2, iy Ok

P
S.a. Pz 2 Z pj Z (@i jxbk) — Z bj (aijpbk), i=1,...,n,
1

ai,]‘ZO k= ai,]’SO k=1

hS]

e os valores dos parametros sao tais que o correspondente subproblema de
factibilidade seja satisfeito. Os valores absolutos sao eliminados das equacoes
de linha/coluna pois a;;(0) = a;;(©) para a;;(0) > 0, e a;;(0) = —a;;(©)
para a; ;(©) < 0. A redugao de complexidade computacional ao se particionar
o dominio ©, eliminando 2n? varidveis comparado a (3.6), é significativo.

3.1.2 Raio Espectral Maximo

Como visto na se¢ao anterior, o corolario usado para calcular o limitante
do raio espectral transforma—se naturalmente num problema de minimizacao
quanto aos parametros ©, pois é também uma minimizacao quanto as varia-
veis p;. E possivel utilizar a mesma estrutura e restricoes para maximizagao
quanto a ©, mas a complexidade computacional pode aumentar significati-
vamente. O problema original envolve minimizar o maximo de um conjunto
de restrigoes afins (minimax), e visto que o epigrafo z dessas restri¢oes é uma
regiao convexa, encontrar o minimo global é facil. Por outro lado, maximi-
zar o minimo das restrigdes (maximin) também é simples, com um hipografo
concavo: se todas as restricoes estiverem ativas, esse é o caso.

O problema se torna mais complexo se nem todas as n desigualdades
de linha/coluna estiverem ativas na solucio que maximiza ©. Seja £ =
{l1,...,0,} o conjunto dessas restrigoes, das quais somente aquelas no sub-
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conjunto L, estao ativas. Obviamente, o caso descrito no pardgrafo an-
terior ocorre quando ha igualdade, i.e. |L4| = |£| = n; no geral, porém,
1 < |L4] < n,eseP(L) for o conjunto poténcia’ de £, ha |P(L)|—1 =2"—1
subconjuntos candidatos a L4, que devem ser testados. Uma abordagem
heuristica para esse problema seria testar £, = £ primeiro, e se nem todas
as desigualdades estiverem ativas, procurar em P(L) o subconjunto £ que
satisfaga duas condigoes: 1) z maximo, e 2) para todo ¢; € L— Ly, (;(0) < z.
Essas ultimas desigualdades garantem que a solucao obtida para o problemas
maximin com as £ — L4 desigualdades removidas coincida com a solucao do
problema minimax original. Embora a complexidade algoritmica cresca ex-
ponencialmente, o problema é passivel de computacao paralela; além disso,
em muitas aplicagoes a ordem n é pequena o bastante para que o problema
nao se torne intratével.

3.1.3 Amostragem de Sistemas com Parametros Esta-
ticos

A Segao 3.1.2 anterior mostrou como calcular o valor maximo para o raio
espectral da matriz A(©) com parametros estaticos. Se tal valor é atingido
em O = O°P' propoe-se aqui que p(A(O°PY)) seja utilizado como uma esti-
mativa conservadora para a largura de banda do sistema incerto. Retomando
a teoria para sistemas invariantes no tempo, o teorema de Nyquist—-Shannon
[32, 33] (vide também [34], para uma perspectiva mais recente) garante que
uma taxa de amostragem fs maior que fy = 2B, onde B = max S{A(A)}
¢ a largura de banda de um sistema LTI como (1.13), garante a amostragem
correta de seu estado z(t). Interpretando (1.3) com pardmetros estaticos
como (1.14), B = max S{A(A(0))} < p(A(OOPY)), portanto fica clara a
validade dessa proposta. Poderia se argumentar que max J{\(A(©°P'))}
fosse um limitante menos conservador, mas nao ha garantia que exista um
valor %P tal que max J{A(A(O°""))} > max I{A(A(O°""))}, embora
p(A(O°PY)) < p(A(O°PY)). De qualquer forma, para estender os resultados
para (1.3) falta discutir os efeitos da variagao temporal dos parametros.

4 Powerset, conjunto de todos os subconjuntos de um dado conjunto.
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3.2 Sistemas LPV de Segunda Ordem

Para avaliar os efeitos da variagao temporal dos parametros num sistema
LPV, esta secao comeca estudando o caso de segunda ordem. A matriz
A(O(t)) € R*? contém quatro elementos a;;(O(t)), 4,7 € {1,2}, e com
quatro parametros independentes pode—se capturar qualquer comportamento
pois existem apenas quatro graus de liberdade. Para manter a notagao com-
pacta, inclui-se também o parametro formal 0y(t) = 1, constante, tal que

A(O(t) = Z Aibi(t) - (3.8)

Tais hipGteses, A(O(t)) € R**? e O(t) € R°N{O7(¢) | 6p(t) = 1} = R?,
ficarao implicitas a partir daqui®.

3.2.1 Estudo dos Autovalores

Conforme dito antes, autovalores e autovetores de A(O(t)) sao fungoes con-
tinuas de seus parametros. Para estudar a estrutura dessas autofuncoes, seja
primeiramente a matriz estatica A € R?*2,

AL {al,l Cllﬂ

A21 A22
Seus autovalores A(A) s@o as solugoes de

()\ - al,l) —ai2

—Qa21 ()\ - a2,2)
=X —a11)(A—ag2) —aigaz; =0
=\ — (a11 + ag2)\ + a11a99 — a12a21 =0
=M — tr(A)\ + det(A) =0,

det(M — A) = =0

portanto,

_tr(A) £ V[ tr(A)]? —4det(A) _ tr(4) £ VA

A 2 2

A notagao R°N {0 (¢) | 6y(t) = 1} = R* denota a interse¢io do espago de parametros
artificialmente aumentado, RP™! = R®  com o hiperplano {©7(t) | 6o(t) = 1} (notagao
(1.10)). Isso corresponde ao espaco de parametros original R? = R*
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onde

A 2 [tr(A)]2 — 4det(A) . (3.9)

Dependendo do sinal de A, sgn(A), ha trés possibilidades:
e A > 0: A tem dois autovalores reais e distintos, \; # Ay € R;
e A =0: Atem um autovalor real com multiplicidade dois, A\ = Ay € R;

e A <0: A tem um par de autovalores complexos conjugados, Ao =
a+yp e C.

O comportamento de um sistema autonomo &(t) = Ax(t), ou de (1.13) no
caso geral, assume caracteristicas diferentes em cada um desses casos.

Considerando agora o sistema autonomo variante no tempo
i(t) = A(O(1))z() , (3.10)

se o estado x; = x(t;) pertence a trajetéria do sistema, entdo uma apro-
ximacao LTI local no instante ¢ = ¢; terd as caracterfsticas descritas acima®.
A medicao do estado z; e o cdlculo do valor instantaneo sgn(A(t¢;)) podem
ser uteis na interpretacao do comportamento local, mas uma analise a prior:
pode fornecer também informacao global, relevante para a estimagao de O(t).

Definam-se antes

€1T,10 eér,lo
€3T,10 ezf,l()
04 egm e E£ eg,m ,
6?,10 e&aT,lo
63,10 €1T0,10

com O,F € R Tomem-se também o vetor de parametros estendido
O7(t) de (1.10), os vetores elementares e; 19 (elementares em mathbbR™,
conforme (1.7)), e a matriz AL € R'%*? de (1.11).

O valor do determinante A(t) = det(A(©O(t))) pode ser escrito em funcao
do vetor de parametros ©7(t) como

AO*F (1)) = OF(H)TMAOT (1) | (3.11)

6Tal aproximacio LTI local pode ser justificada pelo teorema da linearizacao (Hartman—
Grobman, [35, 36, 37|, vide também [38]). O sistema LPV ¢ linear nos estados, mas
nao-linear considerando—se estados e parametros conjuntamente.
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onde
é(OASel 9 — EA;@Q 2)(014561 2 — EA;GQQ)T

N (3.12)
+ 4(OAS €9 2) (EAS 6172)

A matriz Mx é estatica (invariante no tempo). A dependéncia temporal na
forma quadrética (3.11) se deve apenas a ©T(t).

O estudo do sinal sgn(A(t)) permite fazer afirmagoes sobre os autovalores
de A(O(t)). Caso M seja positiva definida calcula-—se Ot = m@%n A(O), e

se A(OOPY) > () o sistema tera sempre um par de autovalores reais distintos.
Da mesma forma, se M, for negativa definida calcula-se QP! = max A(O),

e se A(OOY) < () o sistema terd sempre um par de autovalores conjugados
complexos. Os casos mistos Ma > 0, A(O%PY) < 0e My <0, A(OP) >0
correspondem a sistemas que mudam de um par de autovalores reais dis-
tintos para um par de conjugados complexos, ou vice-versa; na transicao
{©] A(©) = 0} haverd um par de autovalores reais, iguais.

Se Ma é positiva semidefinida ou negativa semidefinida, a andlise para
os casos definidos pode ainda ser usada, com alguns cuidados: é possivel
que sgn(A(O(t))) seja independente de um ou mais parametros 6;(t), e tais
variaveis devem ser removidas antes de prosseguir com os calculos. Um exem-
plo é a condigao 0y(t) = 1, Vt, pela qual 6y(t) deve ser eliminada. Para tanto,
(3.11) deve ser particionada como

A(O(t) = 07 (1) Ma®™ (1)
mi1 ml i 1
=1 ew o ] &
=my1 + O(t) 'm1 + My, 0(t) + O(t) T MaO(2) | (3.13)

_ T
m;1 = [m2,1 ms31 M4 m5,1} €
my; = [m1,2 my3 Migy m1,5} .

A mesma idéia pode ser usada para eliminar outros parametros. Por exemplo,

se o coeficiente A; = 0, M teria ao menos um autovalor nulo: eliminando—se
o parametro 6;(t), o problema é resolvido.

Para encerrar esta discussao, cabe lembrar que uma matriz Ma genérica
pode nao ser positiva nem negativa, definida ou semidefinida: nesse caso, as
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raizes da equacado A(©) = 0 nao sao facilmente caracterizadas. Ha também
um fator que pode facilitar a andlise: se a regiao em que os parametros variam
¢ limitada, e.g. ©(t) € B, a anélise pode se ater somente a ela. De qualquer
forma, embora conhecer as caracteristicas dos autovalores do sistema a prior:
possa ser interessante, optou-se neste trabalho por desenvolver métodos de
estimacao de parametros que nao dependam desse tipo de informacgao.

3.2.2 Comportamento em Coordenadas Polares

As trajetorias temporais de um sistema dinamico de segunda ordem se res-
tringem ao plano R?, e sdo facilmente visualizadas. Seja z(t) = [z1(t) 22(t)] *
o estado de um desses sistemas, e sejam as transformagcoes—padrao

(1) 2 VmOF § @mOF e .
£ arctan z2(t) 514
o(1) 2 arct ($1(t)) ,

que definem as coordenadas polares r(t) > 0 e ¢(t) € [0,27) (por exemplo).
A transformacao inversa é dada por

x1(t) = 7(t) cos(o(t)) = r(t)cy e
xo(t) = r(t)sin(e(t)) = r(t)s, ,

com s, 2 sin(¢(t)) e ¢y = cos(¢(t)) tornando a notacdo mais compacta.

(3.15)

Com as mudangas de varidveis de (3.15) acima, um sistema auténomo

variante no tempo genérico #(t) = A(t)z(t) pode ser reescrito como:
o] =20 [20)
o < ripeosn) =040 (]

=2 ] et =00 ]3] (216)

Seja ‘
() 2log(r(t) = i) = " s ity = r(0)ir)

tal que (3.16) se torna
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Definindo ainda

w2 [0 w22 e e |e] e

—S¢ Co S¢

e assumindo que r(t) # 0 para que seu valor possa ser cancelado, (3.16) se
torna, na forma polar,

oo t) = My(D)A(£)v(1) (3.18)

Pode—se observar que a matriz My(t) acima é uma rotagao, portanto My(t)
My(t)T. Outro ponto é que, para certos valores de ¢(t), e.g. ¢(t) = km ou
¢(t) = m/2 + km, alguns dos elementos de M, e de v, momentaneamente se
anulam: as conseqiiéncias disso serao comentadas em breve.

Com a matriz LPV A(t) = A(©O(t)), a equagao (3.18) pode ser escrita
como

Veg(t) = My () A(O(2))vy(t)

— My(t) (Ao +) Aké’k(t)> vy (t)

k=1

= My (1) Agug(t) + Y My (1) Agvg(£)6i(t) -
k=1

ou, expandida,
V(t)} = [My(t) Agvg(t) ... My(t)Aus(t)] {9}75)1

=440 ||

com Ay(t) definida implicitamente acima. Demonstra-se assim que a evolugao
temporal de vgs é determinada por uma equagao diferencial linear (afim) em
O(t). Os coeficientes do sistema LPV original sdo embutidos na matriz A,(t),
por sua vez funcao de ¢(t). Tal dependéncia da fase, e ndo da magnitude
r(t) do estado — ou de seu logaritmo ¢(t) — serd explorada a seguir. Num
comentario a parte, pode—se ver também que em determinados instantes,
quando elementos de M, ou v, se anulam, parte da informagao sobre pelo
menos alguns dos parametros pode desaparecer momentaneamente.

(3.19)
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3.3 Taxa de Amostragem

Com os resultados da Secao 3.1 é possivel estimar o raio espectral de uma
matriz LPV de dimensoes arbitrarias, assumindo parametros estaticos. Por
outro lado, a anélise feita na Secao 3.2 e o argumento que se segue assumem
que o sistema LPV seJa de segunda ordem. A fim de combinar os dois pontos
de vista, defina-se A = ¢ &+ jw como o par de autovalores conjugados com-
plexos com maior parte imaginaria w, quando considerados os autovalores
de A(OOPY) correspondentes ao raio espectral maximo p(A(©°PY)) calculado
na Segao 3.1.3. Submetendo A(O%P') a uma transformacio de similaridade
(apéndice B), esse par de autovalores pode ser isolado em um bloco pla-
nar A(O%) € R?*2 tal que, com a reintroducao da variacao temporal dos
parametros, torna—se:

AO)| o —eom = [_Ow ﬂ

Localmente, esse bloco pode ser analisado como em mostrado em 3.2.2.
Tomando a equacio para ¢(t) em (3.19), com A(O(t)) = A(O(t)), tém se
¢(t) = (6_12,1,0)035 + (G220 — G1,1,0)CpSp — ((_11,2,0)53,
+ Z a2 k) C¢ (G224 — G1.1.k)CoSp — (6_11,2,/@)835) 0r(t)
= 2@(15) = (a2,1,0 + @1,2,0)Cog + (G220 — @1,1,0)52¢

p
+ (2,10 — Gr20) + Y (@210 + G1.24)C2
k=1

+ (Ggok — Q11k)S26 + (G20 — G12k)) Ok() (3.20)

onde ¢y = cos(2¢(t)), Sag = sin(2¢(t)), e @;jx é o (i,7)-ésimo elemento de
Ay. Fixando O(t), essa equacao diferencial poderia ser resolvida para ¢(t)
independentemente; a equacao para é(t) depende de ¢(t). Observa—se que
gb(t) ¢ uma funcao afim de cy4 € de s94, com coeficientes e termo independente
também afins em O(t): sejam esses termos a(O(t)), B(O(t)) e v(O(1)), tais
que

(t) = capa(O(1)) + 526B(0(1)) + 7(O(1)) - (3.21)
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Ao invés de resolver (3.21) explicitamente, sejam os problemas

max C250(O) + 5243(0) +7(O) (3.22)
s.a. — 1< cyp,505 <1
e
min  0(0) + 5208(6) +7(6) (3.23)
s.a. —1<cop,80 < 1.

As solucoes de ambos resultam num limite inferior e noutro superior para
é(t), validos para o modo correspondente a A(O(t)) na resposta temporal do
sistema com A(O(t)). Tais limites podem ser usados para calcular uma folga
extra a ser adicionada a largura de banda proposta na Secao 3.1.3, adicio-
nando a ja conservadora estimativa do raio espectral os efeitos da variacao
temporal dos parametros.

A idéia sera explicada em termos do sistema LPV plano com A(O(t)),
nas coordenadas polares (r(t), ¢(t)): o efeito de ©(t) na trajetéria do estado
pode ser entendido como um caso de modulacao de angulo, especificamente
modulagao de freqiiéncia visto que a derivada temporal do angulo ¢(t) varia
linearmente com os parametros [39]. Se B é a largura maxima para o sistema
LPV, calculada assumindo parametros estaticos, O(t) = O°P* que maximiza
o raio espectral, seja

AFémax{%}—min{%} , (3.24)

com os limites de (3.22) e (3.23).

O valor acima ¢ utilizado em conjunto com a regra de Carson [40], que
propoe
Br =2(AF + B) (3.25)

como estimativa para a largura de banda ocupada pelo sinal modulado em
freqtiéncia.

Para o sistema LPV plano com A(O(t)), sabe-se que B = ${\} = w.
Para um sistema de ordem superior com A(O(t) genérica, porém, adota—se
B = p(A(6°PY)): isso equivaleria a adotar B = |\| para A(©(t)). Fora esse
conservadorismo, pode—se argumentar que o limite calculado pela regra de
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Carson a rigor sé valeria para ©(t) = ©°P'. Pode ser interessante no futuro
investigar uma aproximagao menos conservadora, mas potencialmente mais
custosa do ponto de vista computacional, que a apresentada na Secao 3.1.3
para determinar o ponto exato onde aplicar a aproximacao de Carson.

3.4 Exemplo

A fim de ilustrar os conceitos e resultados obtidos neste capitulo, o sistema
autonomo (3.10) com

k=1 (3.26)
I E0 0 -3 0 0
4 — |2 — 2 —
R e R ] R

serd estudado. Adaptado de [9], este sistema é instdvel para uma determinada
familia de trajetérias dos parametros, a saber

no= |-

==

0 (t) cos?(wt)

O*(t) = [62(t)| = |5 + cos(wt) sin(wt)| (3.27)
05(t) sin?(wt)

we [1—%,1+%} | (3.28)

A possibilidade de se detectar uma situagao como esta justifica o esforco en-
volvido na estimagao dos parametros.

3.4.1 Analise Preliminar

Substituindo ©*(¢) definido em (3.27) na matriz A(O(t)) de (3.26), tem-se
*(£)) — _ 2
AO(1) = A) = {—1 — 2 cos(wt)sin(wt)  —1+ 3 sin*(wt)

|1+ 3cos(2wt) 4 — 3sin(2wt) /4
- | —4—3sin(2wt) —1 — 3cos(2wt) '

—1+ 2 cos?(wt) 1 — 2 cos(wt) sin(wt)}
(3.29)

Os autovalores da matriz acima podem ser calculados diretamente,

—1£ V7
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e como {2} <0, vé-se que A(t) é Hurwitz. Uma andlise que desprezasse
os efeitos da variacao no tempo poderia levar a crer que o sistema LPV é
estavel. A razao da instabilidade com ©*(t) serd estudada em breve, mas a
compatibilidade entre a andlise acima e os resultados obtidos na Secao 3.2.1
sera antes verificada.

3.4.2 Autovalores

Conforme ja mencionado, os autovalores de A(©O(t)) sao fixos para O(t) =
©*(t); isso nao é verdade no caso geral, portanto é interessante verificar como
as caracteristicas instantaneas dos autovalores podem mudar de acordo com
a variagao do determinante de A(O(t)) € R**? no tempo, que é uma fungao
quadratica dos parametros.

De (3.12), tem—se que

10 =% 0 0
o 2 0 =20
Ma=|2 0 9 0 0
0o -2 0 % 0

0 0 0 0 0
29 9

Os autovalores da matriz acima sao A = {77, 5,0, 0,0}, portanto Ma é posi-
tiva semidefinida. Como nela estao incluidos os pseudo—parametros 6y (t) = 1
e 04(t) = 0, esse dltimo com o coeficiente A, = 0, faz—se necessario descon-
tar os efeitos desses elementos. O particionamento abaixo, como em (3.13),
permite fazer isso:

A(O* (1)) = O (1)TMAO™ (1)
B mi1 Tﬁ_'{k mis _1
=[1 )T 0] |mk1 Ma mus| [O()
ms. 1 m;fk ms5 0

=myy + O(t) My +my ,Ot) + O(t) " MaB(2)
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com
m Z
11—_4
O(t) = [6:(t) 6:(t) Os(t)]"
My =0 2 0]"
mip=[0 —% 0],
i 20 %
Ma=10 9 0
9 0 9
4 4

A matriz Ma acima é, novamente, positiva semidefinida (A = {9, 3,0}
No entanto, se os parametros forem assumidos normalizados, 0 < @( ) <

entao A(@( )) < 0 para qualquer trajetéria ©(t), e os autovalores de A(O(t
serao sempre conjugados complexos.

)-
17
)

3.4.3 Coordenadas Polares

X1, Xo
150
100}
50F
L M\ . Lot
2 4 6 10
-50f
-100}
-1500

z1(t) azul, z5(t) vermelho

Figura 3.1: Resposta do sistema auténomo, w = 1, a condi¢ao inicial z(0) =
[1,0]T.

As Figuras 3.1 e 3.2 ilustram a resposta do sistema auténomo com A(t)
de (3.29), w = 1, & condigao inicial x(0) = [1,0]T. A instabilidade pode
ser facilmente entendida se o sistema for reescrito em coordenadas polares:



CAPITULO 3. RAIO ESPECTRAL E AMOSTRAGEM LPV 38

20 -

Figura 3.2: Resposta do sistema auténomo, w = 1, a condi¢ao inicial z(0) =
[1,0]", no espaco de estados.

aplicando (3.19) a (3.26), as equagoes diferenciais tornam-se

% cos2(¢(t ) -3 COS(¢(t>) sm( (t
_g cos(¢(t)) sin(o(t)) —% cos?(g(t)) + %sm2(¢(t))
1
o) ]|t
5 cos(g(t)) sin(p(t)) | |62(t)]
0s(t)

(1))
o) | - (3.30)
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A segunda equagdo acima corresponde a (3.21), e a(0), 5(0) e v(©) podem
ser lidas na segunda linha da matriz. Isso permitird o célculo de (3.22) e de

(3.23), adiante.

1401
120

100

20 -

Figura 3.3: Magnitude r(¢), com crescimento exponencial, em (a), e o res-
pectivo logaritmo £(t), linear, em (b).

2L

_3F

Figura 3.4: Fase ¢(t) = —wt, linear, mapeada entre —m e 7 (w = 1).

Se os parametros ©*(t) forem substituidos em (3.30) (lembrando que este
¢ um exemplo tedrico, na pratica os parametros seriam desconhecidos), tém—
se

; 3 3. 17 |cos(26(1))
[ﬁ(t)} B [4 cos(2wt) 3 sin(2wt) ﬂ sin(26())

Ssin(2wt) —2 cos(2wt) —
_ {—i + 3 cos(2(wt + (b(t)))}

—1 - 3sin(2(wt + ¢(1)))|
E possivel encontrar uma solucio o(t) que satisfaz ¢(t) acima por inspecao.
No caso geral, se os parametros 0(t) forem conhecidos serd sempre possivel
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calcular uma solucao numérica para essa equacao. Neste exemplo, com as

condigdes iniciais o] o
z(0) = {0} = {¢(0)} [0} 7

mo:—wujﬂo:—q—zammm+pﬂm»:_1

a solucao é

= ((t) = —l + Z cos(2(wt + (—wt))) = 0.5

t)=e"">0.

=7
O resultado acima, com r(t) crescente, explica a instabilidade do sistema. As
Figuras 3.3 e 3.4 ilustram r(t) e ¢(t), para w = 1, respectivamente.

3.4.4 Raios Espectrais

Passando agora a questao do raio espectral, os limites para seus valores
minimo e maximo serao calculados conforme descrito nas secoes 3.1.1 e 3.1.2.
Assumindo que os parametros sejam normalizados, uma andlise de factibili-
dade ¢ feita a priori: das 2* = 16 possiveis combinacoes de sinais dos quatro
elementos a;;, 1,7 € {1,2} da matriz A(O(t)), somente quatro combinagoes
sao viaveis. Isso é ilustrado na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Combinacoes factiveis de sinais dos elementos da matriz.

Elementos da Matriz e Sinais

Regiéio CL171 = -1 + %01 (1172 = ;—i — %02 CL271 = —% — %02 CL272 = —1 + %03
i >0 >0 <0 >0
ii <0 >0 <0 >0
iii >0 >0 <0 <0
iv <0 >0 <0 <0

Juntamente com os limites 6, € [0,1], k = 1,2,3, as regides i — iv da
Tabela 3.1 podem ser expressas’ em termos de © = [(91 0y Gg]T:
o=[31 01 31 ea=[[0.3] 01 31
ou=[[31] 0.1 03] ew=[[0.3] b1 [03])

"Notacao: [a,b] = intervalo fechado a < 6,, < b.
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Nao é possivel afirmar no caso geral que o particionamento seja sempre sim-
ples como acima, portanto essas simplificagoes nao foram usadas nos calculos

a seguir.

Os problemas das secoes 3.1.1 e 3.1.2 podem ser escritos como:
min 2 (3.31)
z, O

3 7 3
. a. > 4+(—14 2> -
S. a - :t( 1+ 291)]71 + (4 2‘92)])2
1 3 3
P2z 2 _(_Z_L - 592)]91 +(-1+ 593)172
3
0<+(-1+ 501)
7T 3
0<(-—=40
1 3
< (- _°2
0s=(=3-3%)
3
0<+(-1+ 503)
0<6,<1,k=1,23,
e
max 2 (3.32)
z, O
3 7 3
s.a. prz<E(-1+ 591)]71 + (Z - 5‘92)172
1 3 3
P2z < _(_Z_L - 592)271 +(—1+ 593)192
3
0 < +(-1+ 501)
7T 3
< (- —=0
1 3
< (- _°2
0<—( 1 292)

3
0< £(~1+ 365)
0<0,<1,k=123.

Os sinais 4+ acima dependem da regiao sendo considerada. Em cada uma de-
las ambos os problemas foram resolvidos pelo método simplex, mantendo p;
e po variaveis simbolicas estritamente positivas. Durante o calculo hipoteses
extras, como por exemplo p; > poy/7 ou vice versa, precisaram ser intro-
duzidas em alguns passos para garantir que os tableauzr intermedidrios per-
manecessem factiveis: a selecao cuidadosa de pivots é capaz de evitar essa
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necessidade até certo ponto, mas bifurcagoes dos calculos devido a esse tipo
de consideracao sao inevitaveis, visto que muitas solucoes nao sao tunicas.
De qualquer forma os resultados do método simplex sao ainda fungoes dos
p’s, portanto o préximo passo € resolver problemas de maximizacao ou mi-
nimizagao nao—lineares, mais simples. Por exemplo, os resultados da maxi-
mizacao na regiao iii foram®:

- p? + 4pips + 2p3
2(p? + p3)

1 D1Se2
S11 =7, Sp1 = ) 852:07

2 P2

4

51,2:]%7 91:17 891207

2(pi +p3)
o, = P2lop1 + D) g, — it —Tp; 1 (pl(4pl +p2))

’ 2(pt +p3) 6(pi +p3) 6 (3(p1%+p22))

8272:1, (9320, 893:1.
Aqui, maximizando z em fungao de p; e p, mais as restricoes s;; > 0 e
0 < 6y < 1 resulta emz:%e@: [1 % O],para [p1 pg} =

[1 1+f1] O real valor do raio espectral em © = [1 % 0} ép = \%7

e uma analise rapida mostra que a solucao alcancada nao é de fato 6tima,
pois o valor da funcao objetivo pode ser aumentado reduzindo 6; ou au-
mentando #3. Por causa disso os calculos sao repetidos para os novos va-
lores de p; e po, desta vez alcancando o resultado correto z = 1 para

0= 3 [05]] ou [[5.1] 5 3]

O processo acima foi aplicado as quatro regices factiveis, minimizacao e
maximizacao. Em todos os casos as solugoes finais foram identificadas em
pontos extremos — vértices, cantos ou faces — das regioes correspondentes,
politopos em fun¢ao de ©. Neste exemplo em particular, ambas as desigual-
dades de linha foram verificadas ativas em cada caso, portanto nao houve
necessidade de repetir calculos com uma delas omitida. A Tabela 3.2 apre-
senta os resultados’. Os dois melhores limites mostraram-se sem folgas, isto
é, Pmin = Lbv2 Pmax = V2. A particio simples do cubo unitdrio A© pe-

4

los planos 6; = % e ;3 = % permite visualizar facilmente as solugoes: as

8Notacdo: as varidveis si,;’s sao folgas para os a; ;’s, ser’s para os 0’s, € sg1, Sp2 para
as desigualdades de linhas 1 e 2

9Notagao: {a,b} = conjunto de valores, 6,, = a ou 6,, = b; [a,b] = intervalo fechado
a < 0, <b, como antes.
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Figuras 3.5 (a) e (b) sdo, respectivamente, o subnivel p(©) < % e o su-
pernivel p(©) > 1. A familia de subniveis de 3.5 (a) pode ser “encolhida”
fazendo % — %5, revelando a localizagao dos minimos que conferem com

os resultados obtidos. O mesmo pode ser feito com 3.5 (b), com a superficie

correspondente a v/2 colapsando no ponto © = [0 1 O}T, conforme calcu-

2
lado.

Tabela 3.2: Limites maximos e minimos dos raios espectrais, para cada com-
binacao factivel dos sinais dos elementos da matriz.

Regiao Minimo Maximo

i %para@: T %gpara@:[l % 1]T
2.1] {01} 3
(T2 1 12 1]_T
2 1|z ou
il 1+4\/§ para © = [0 {0,1} 1}T 1 para © = < 13 2 -
0,2 L 2
([P 3] 2 3]
: IEERCHIRS
iii L2 para © = [1{0,1} 0] lpara© =1 ° T
2] L 2
\_[37 2 3]
T
[2 {0,1} 0,2} ou
iv %para@z ’ [ 3} T ﬂpara@z [0 % O}T
0.2 0.1} 2]
3.4.5 Amostragem
O raio espectral MAximo pmax = V2 é alcancado para ©OP* = [O % O]T

As solugdes de (3.22) e de (3.23) sao

3v/2 (9:[001r,

Q.bmax:__la

T
- 3v/2 o :[1 0 o] ,
Qbmin:___]-’
4 fid
8
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(note que, dada a periodicidade de sin() e cos(), os valores de O e de ¢ acima
nao sao tnicos.) Assim, (3.24) e (3.25), essa tltima com B = 2ppax = 2V/2,
resultam em:

Wiy (L12_) 35
ap - G o= (5 ):34\/_z0.3376

2T 7
3v/2
Br = 2(4—f +2v/2) ~ 6.3321
T
B
fo ==L ~1.008 .
2

Visto que w =1 + \/Li corresponde a freqiiéncia mais alta encontrada na res-

posta do sistema autonomo, a saber o ciclo limite com periodo T" = 2:” R~
3.681, demonstra—se que a freqiiéncia de amostragem fs é suficiente (mais
que duas amostras por periodo).

Embora o resultado acima seja final, os calculos de (3.22) e (3.23) po-
dem ser repetidos com O(t) = ©*(t). Os célculos a seguir sdo puramente
académicos, visto que assumem conhecimento dos parametros. A idéia é me-
ramente demonstrar que o conhecimento extra pode levar a um resultado
menos conservador. De fato,

G = M —1 — %sin(Q(wt + (1)) = _}1 e

G = min —1 — Zsin(Q(wt + (1)) = —Z |

Figura 3.5: Subniveis p(A(0)) <  (a), e superniveis p(A(©)) > 1 (b).
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resultam em AF = %, Br = % +4v2 ~ 6.134 ¢ fg = % ~ 0.9763, ainda
suficiente. Por outro lado, (3.25) com AF = %ﬁ e B =23{\(A(O*(t))} =

4 resulta em Bp =~ 3.321, fg =~ 0.5286 < 0.5434 ~ 2=, insuficiente (por
pouco) para amostrar o sistema no ciclo limite. Assim, embora introduza
conservadorismo, justifica—se neste caso usar o dobro do raio espectral como

B em (3.25).



Capitulo 4

Estimacao de Parametros via
Otimizacao

Assim como os problemas de identificacao de sistemas e de estimacao de
estados, a estimacao de parametros de sistemas LPV pode ser interpretada
como a minimizacao de uma medida de erro, neste caso a diferenca entre a
saida do sistema observado e o aquilo que o modelo, juntamente com uma
estimativa preliminar dos valores dos parametros, predizem. A estimativa é
entao progressivamente refinada até atingir um valor 6timo, que minimiza
a medida de erro adotada. Abordagens estatisticas, como a da informacao
estocastica em estado estaciondrio, PRBS ou o filtro de Kalman adaptado
conforme descrito na Secao 2.3, fazem uso também de propriedades como
propagacao de covariancias dos estados e parametros, bem como dos ruidos
de processo e de medicao. Esses ultimos servem ainda para excitar o modelo
e como artificio matematico para explicar e processar o erro.

Este capitulo, por outro lado, enfoca apenas a minimizacao do erro:
assume—se que o estado seja mensuravel, mas nao se conhecem sua covariancia
inicial ou a covariancia do ruido de medigao. Assume—se também que o sis-
tema seja autonomo, i.e. sem entradas exdgenas, embora a inclusao dessas
mesmas, quando conhecidas, seja trivial. As incertezas nas entradas ou no
modelo sao absorvidas pelo algoritmo de otimizacao, e nao pelo ruido de
processo. A abordagem aproveita a estrutura LPV para obter um problema
simples e convexo mas, mesmo com a amostragem apropriada, em alguns
casos o resultado ¢ indeterminado — felizmente tais situagoes sao detectaveis,
cf. crescimento das covariancias nas abordagens estatisticas.

Quanto a teoria de otimizagao, citam-se as referéncias [41] e [42]. Em

termos de implementacao, o pacote Mathematica utilizado no capitulo ante-
rior para calculos simbdlicos foi também usado aqui para a parte numérica.

46
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O Optimization Toolbox do MATLAB teria sido igualmente adequado.

4.1 Funcao Objetivo

Dado o sistema dinamico (1.5), suponham-se conhecidos os valores do estado e
do vetor de parametros num determinado instante ¢t = 3. Seja ainda At um
valor menor que o intervalo minimo de amostragem para o sistema LPV com a
matriz A(©(t)), conforme calculado no capitulo anterior. Se os pardmetros forem
considerados constantes ©(t) ~ O(ty) , Vt € [to,to + At), uma aproximagao LTI
poderia ser usada para calcular o valor do estado ao final desse intervalo. Tal valor
seria

to+At

z(to + At) = e 4O g (1g) 4 / ellot AT AGM) B(O)(tg))u(r) dr .

to
Para simplificar o desenvolvimento, a entrada exdgena serd considerada nula: se
u(t) = 0 (sistema auténomo), elimina-se o termo com a integral. Uma segunda
simplificac@o é escrever a exponencial exp(AtA(O(ty))) ~ I + AtA(O(tp)), como
uma aproximacao de primeira ordem. Assim,

F(to + At) ~ (I + (A)A(O(to)))x(to) - (4.1)

Comparando (4.1) acima com o valor real do estado, z(ty + At), assumido
mensurdvel, a diferenca e(to + At) = x(to + At) — Z(to + At) é, a menos de ruidos
ou do erro introduzido pela integragao aproximada, funcao de O(tp). A partir deste
ponto, seja t = ty + At; sejam também e(t) a diferenga acima, e f(¢) o quadrado
de sua norma:

e(t) = x(t) — ()
= 2(t) — 2(t — At) — (A A(O(t — At))z(t — A)
= Az(t) — (A AO(t — At))z(t — At) (4.2)

com Ax(t) £ x(t) — z(t — At) implicito acima, e

F(£) 2 Jle()]* = e(t)"e(t)
= [|Az()|* = (A1)[(Ax(t)TA(O(t — Ab))x(t — At) +
(z(t — At)TAO(t — At))(Az(t))] +
(A2 (A(O(t — At))z(t — At))T(A(O(t — At))x(t — At)) .
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Em outra simplificagdo notacional, a dependéncia do tempo sera deixada im-
plicita: A(O(t — At)) passa a ser escrita como A(0O), f(t) = f(t,0(t)) passa a ser
f(©), e z = z(t — At). Dessa forma,

1(©) = || Az|* — (A)((Az)TA(@)z + 2T A(B)(Az))+
(At)*(A(©)z)" (A(©)) - (4.3)

Substituindo A(©) dada por (1.12) em (4.3), verifica—se que f(O) é quadrética em
©. O gradiente Vf(0) e o Laplaciano V2f(©) = V-V £(0) em relacio a © podem
ser calculados introduzindo (1.6) ou (1.12) em (4.3) e derivando. Os termos A} Ay
e AEA@ + A}Ak (k,=0,...,p, ¢ +# k) que aparecem nas expressoes expandidas
s@o positivos definidos ou semi—definidos, portanto f(©) é convexa.

4.2 Implementacao

Propde-se aqui que QP! = arg mén f(©) seja a estimativa de O(t—At). Tal célculo
pode ser efetuado on-line, com um atraso At. Nao hé, em principio, necessidade
de incluir restricoes extras; assumindo porém que os parametros sejam normali-
zados, é recomendavel que isso seja feito. Conforme aludido no capitulo anterior,
em determinados instantes a influéncia de alguns parametros pode desaparecer da
resposta, e.g. elementos de My e de vy (equacao (3.17)) tendendo a zero para de-
terminados valores de ¢(t), no estudo em coordenadas polares (Segao 3.2.2). Isso,
mais a possibilidade de o valor inicial para o algoritmo de otimizacao estar fora
da regiao factivel (no caso de pardmetros com escalas conhecidas) tornam reco-
mendével o uso de restricoes. O exemplo a seguir ilustra algumas dessas questoes.

4.2.1 Exemplo

Continuando o exemplo do capitulo anterior, Secao 3.4, os parametros sao dados
por ©*(t) em (3.27). Sejaw = 1+ %, valor maximo de (3.28). Nessas condicoes, o

estado inicial z(0) = [1 O]T resulta no ciclo-limite ilustrado pela Figura 4.1, que
também mostra a trajetéria dos componentes de ©*(¢) a serem estimados, tanto
no tempo quanto no espaco de parametros.
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/ ‘\ ‘ // \ 10 ] 1\5 / g
\\ / / \w \\ ﬁ

z1(t): azul, z2(t): vermelho

©* =[6y, 6, 03]
121

10}y,
08f | |
A |
osf\ L VLV
o4l || ]
|

02l

—o02b

01 (t): azul, 62(t): vermelho, 63(t): amarelo

¢ d
Figura 4.1: Res(p)osta do sistema autonomo, exemplo Eia) Secao 3.4, com
parametros O(t) = ©*(wt) = [cos?(wt) , 3 + cos(wt)sin(wt) , sin®*(wt)]T e
w=1+ \/Lﬁ, para a condigao inicial z(0) = [1,0]T, em coordenadas cartesia-
nas (a) e polares (b). Os parametros sao mostrados em (c) e (d).

Minimizando f, os parametros foram estimados desde t = 0 até t = 17, em
intervalos de duracao At = 0.17. O problema de otimizagao min f(©) foi resolvido
independentemente a cada instante, sem restricbes. A estimativa inicial’ a cada
ponto foi ©g = [0.5, 0.5, 0.5]T. A Figura 4.2 mostra os resultados.

!Estimativa inicial para o problema de otimizacdo, ndo para a estimativa dos
parametros. De fato, no primeiro ponto se espera que a estimativa convirja de Oy =
[0.5,0.5,0.5T — ©*0)=[1,0.5, 0T, e assim por diante.
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0 =104, 6,,65] 61,60,
12¢ r

10f
o8]
06
04l

02r |}/

—02L

61 (t): azul, 05(t): vermelho, f3(t): amarelo 01 () = cos?(wt): azul, 61 (t): vermelho

02(t) = % + cos(wt) sin(wt): azul, O3 (t): vermelho 03(t) = sin?(wt): azul, 03(t): vermelho
Figura 4.2: Estimativa dos parametros, otimizacao sem restri¢oes, partindo
de © = [0.5, 0.5, 0.5]T a cada instante.

2 razodveis,

Embora os resultados obtidos via otimizac¢ao sem restrigoes parecam
tal solucao pode ser numericamente fragil. Repetindo os mesmos célculos com a
estimativa inicial ©y = [0, 0, O]T os resultados sdo diferentes, como mostra a

Figura 4.3.

2Neste trabalho, a anélise serd apenas qualitativa. Embora fosse possivel quantificar
o erro computando, por exemplo, seu valor quadratico médio, tal procedimento poderia
ser enganador. Nos exemplos deste capitulo nao se observam casos onde a estimativa
de um ou mais parametros se torna indeterminada porque sua influéncia na saida do
sistema desaparece, mesmo que momentaneamente. Isso é observado no préximo capitulo,
podendo—se argumentar que um eventual erro de estimacao de parametros nesses casos
seria inconseqiiente para fins de posterior utilizagdo no controle LPV, embora relevante se
a estimativa é considerada um processo de medi¢ao do parametro.
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0 =16, 63]
1.0F,

osf| ||
I

—05|

61 (t): azul, 05(t): vermelho, f3(t): amarelo
05,0,
12

10,

of p |
| - |

os} | e

AV
AR

i I
IS

\/
|| v
—020

02(t) = % + cos(wt) sin(wt): azul, O3 (t): vermelho

o
®
==

51

—02L

03,0

10+

05

vermelho

, 01(t):

—05}

03(t) = sin?(wt): azul, 03(t): vermelho

Figura 4.3: Estimativa dos parametros, otimizacao sem restri¢oes, partindo

de ©y=[0,0, 0]T a cada instante.

Tal comportamento pode ser melhor entendido observando os valores dos com-
ponentes do gradiente de f ao longo da trajetéria ©*(t), no espago dos parametros,
ilustrados na Figura 4.4. A cor em 4.4 (b) é tal que vermelho corresponde ao va-
lor absoluto da derivada parcial em relagao a 6,(t), verde a derivada parcial em
relagdo a 02(t), e azul a derivada parcial em relagao a 65(t): assim, por exemplo, o
trecho da trajetéria em verde puro indica uma forte sensibilidade a 62(t), e baixa
quanto aos outros dois parametros. Outro ponto a se notar é que, por construgao,
05 (t) + 05(t) = cos?(wt) + cos?(wt) = 1, Vt. Isso se reflete na tendéncia de erros
na estimativa de um desses parametros causarem também erros na estimativa do
outro. Por fim, a Figura 4.5 mostra um mapa de contorno da derivada parcial

em relacao a 61(t), aanlv com B(t) = 05(t) e 03(t) = 05(t) (a), e as linhas of

90, =0

sobrepostas & estimativa do parametro. Pode—se perceber a piora da estimativa
nas periédicas descontinuidades da superficie de (a).

Melhores estimativas podem ser obtidas via otimizacao com restrigoes, refle-
tindo a hipétese de limites conhecidos para os valores dos parametros. No exemplo
em questao esses ultimos sdo normalizados, e o centro da regiao factivel é exata-
mente o ponto de partida utilizado antes, ©g
fungoes—barreiras impedem que as estimativas de um parametro divirjam incorre-
tamente na tentativa de compensar erros nas estimativas de outros parametros. A

Figura 4.6 ilustra os resultados.

= [0.5,0.5,05]T. Ademais, as
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vi(©)
0101

i
Il

-0.10-

0.05

(V f)1(t): vermelho, (V f)a(t): verde, (Vf)3(t): azul

(a) (b)
Figura 4.4: Componentes do gradiente V f(0) ao longo de ©*(t), em coor-
denadas cartesianas (a) e no espago dos parametros (b) (informagcao de (a)
em cores sobreposta a trajetéria ©*(t)).

12

10k 0y, 0y, 91/06,=0

12

08 10f

061 0.8 3 J

06

9f/06,

04F
0.4 /

0.2 0.2

| | |
5 10 15

0.0 =
02t

70.20 01 (t) = cos?(wt): azul, 61 (t): vermelho, % = 0: verde

(a) (b)

Figura 4.5: Mapa de contorno 68_9fl7 em (a) (valor absoluto proporcional a

intensidade da cor azul), e sobreposigao de g—i = 0 (uma das familias de
curvas de nfvel em (a)) com o valor exato de 0,(t) e a estimativa desse
parametro, ¢;(t), em (b).
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6= [0y, 05, 0]
12

10}
o8 |
06
o4l ||/

02 [

—02L

A1 (t): azul, 65(t): vermelho, f3(t): amarelo

05,0,
12

02(t) = % + cos(wt) sin(wt): azul, O3 (t): vermelho

01,0,
12¢

61 (t) = cos?(wt): azul, 61 (t): vermelho

—02L

03(t) = sin?(wt): azul, 03(t): vermelho

Figura 4.6: Estimativa dos parametros, restritos a 0 < ék(t) <1,
k=1,2,3.

23



Capitulo 5

Estimacao de Parametros por
Métodos Escalares

Neste capitulo, a estimagao de parametros é transformada em um problema esca-
lar. O tratamento inicial supde estimativa de um tinico parametro, resultando em
métodos denominados de malha aberta e de malha fechada. Tal nomenclatura diz
respeito a estrutura do estimador, e ndo a do sistema LPV como um todo. Na
seqiiéncia, discute—se como esses métodos podem ser estendidos para estimacao
simultanea de multiplos parametros, e as condigoes onde isso é ou nao é de fato
possivel. O contetddo é também sumarizado em [43, 44].

5.1 Premissas e Definicoes

Conforme mencionado acima, o problema de estimacao de um tnico pardmetro
serd tratado primeiro. A fim de manter a discussao direta, algumas premissas
serao adotadas:

e O parametro é uma funcao limitada e continua por partes'. Essa hipStese
também vale para multiplos parametros, e os valores sao normalizados por
conveniéncia, 0;(t) € [0, 1];

A entrada u(t) é conhecida;

As condigdes iniciais 2(0) do sistema sao nulas ou conhecidas a priori;

A matriz B independe do parametro. Caso contrério, seria necessario incor-
porar o mesmo em A(O(t)), sob a forma de um pseudo—estado extra;

Li.e., em intervalos finitos de tempo, hd um nimero finito de descontinuidades.

Esta condigao é enunciada aqui unicamente por rigor matematico, visto que na pratica
parametros correspondentes a grandezas fisicas nao causariam problemas com inte-
gragao/diferenciacio.

o4
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e O estado é mensuravel, i.e. C(O(t)) = C' = I. Essa hipdtese pode ser even-
tualmente relaxada, desde que haja informacao suficiente para estimar o
parametro mesmo com conhecimento parcial do estado. Estimar primeira-
mente todo ou parte do estado para depois estimar o parametro sé seria
viavel se o estimador de estado fosse independente do parametro e se sua
dinamica fosse mais rapida que a do estimador do parametro;

e Nao ha transmissao direta da entrada para a saida, i.e. D(©) = 0. Lidar
com D(O) = D # 0 constante nao seria problema, pois supde-se que a
entrada u(t) seja conhecida. Por outro lado, se D(t) = D(O(t)) o parametro
apareceria diretamente na saida a menos de um fator conhecido, portanto
sua estimacao seria trivial.

Dadas as hipdteses acima, o sistema com um parametro se torna

i(t) = (Ao + A6r (D)a(t) + Bu(t)
y(t) = (t) .

5.1.1 Funcgao Escalar do Estado

O desenvolvimento que se segue faz uso da seguinte fungdo escalar do vetor de
estado z(t). Seja
Ay = U D VT (5.2)

a decomposicdo em valores singulares (singular value decomposition, SVD) da
matriz—coeficiente do parametro 0;(t), A;. As matrizes U; e V; sdo unitérias, e

Y, = diag(o1,...,0,,0,...,0)

é a matriz diagonal n X n que traz os n valores singular652 os de A;, r < n dos
quais nao—nulos.

Definindo )
Y& ——1,...,1,0,...,0] , 5.3
Zszlast_dW—J ( )
seja

fz(t) é EIUZTAZ.I‘(t)
= SUrU SV a(t)
= 5,5,V a(t) (5.4)

2Raizes quadradas dos autovalores de A; AT ou de AT A;.
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a funcdo que se deseja definir aqui®. Ela funciona da seguinte maneira: Vj é
unitaria, portanto a pré—multiplicacao de x(t) por V;T é uma mudanca de coorde-
nadas, especificamente uma rotagao; a proxima multiplicacao, pela matriz diagonal
JY);, altera a escala relativa dos componentes do vetor de acordo com os valores sin-
gulares de A;, e a multiplicacdo final pelo vetor X; resulta numa média ponderada
desses componentes. Assim, quando o produto A;x(t) é multiplicado por 6;(t),
pode—se notar que a influéncia do parametro em z(t) esta restrita a um subespagco
r—dimensional do espaco de estados original, e a funcao f;(¢) normaliza o ganho
introduzido por A;.

5.2 Desenvolvimento

Os métodos de estimagao a seguir foram desenvolvidos comegando de uma estru-
tura simples em malha aberta, que posteriormente evoluiu para estruturas mais
robustas, em malha fechada. Conforme dito antes, o problema com um tnico
parametro (61, sem perda de generalidade) sera estudado primeiro.

5.2.1 Método em Malha Aberta
Tomando a primeira equagao em (5.1),
Qf(t) = (A() + Aq160¢ (t))x(t) + Bu(t) , (5.5)

seja Z(t) = AgZ(t) + Bu(t). Com as mesmas condicdes iniciais e entrada de (5.5),
essa equacao forneceria a resposta do sistema se o parametro fosse identicamente
nulo. Substituindo Z(¢) pelo o estado z(t) do sistema original, mensurédvel, no
segundo membro da equacao, ela se torna

Z(t) 2 Apx(t) + Bu(t) , (5.6)
e define—se Z(t) como sua solugao.

Seja entao

é(t) £ SUT(a(t) — (1))
— SUT AL (1) ()
= f1(t)01(t)

/ F(F)0n(r (5.7)

3Na verdade, a funcao surgiu originalmente no desenvolvimento de (5.7). Devido a sua
maior generalidade, é introduzida antes.
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com f1(t) definida como em (5.4). Visto que fi(t) pode ser calculada a partir
do estado, conhecido, a integracao acima pode ser feita em qualquer intervalo:
em particular, tg <t < tg + At. Se a duragdo At for pequena o bastante (mais
sobre isso em breve), é possivel aproximar o parametro pelo seu valor médio nesse
intervalo®. Seja 61 o valor médio de 61 (t) para t € [to, g + At), tal que, de (5.7),

to+At to+At

F(F)r () dr ~ B / ars (5.8)

to

e(to + At) — e(to) = /

to

Assim como a integral de fi(7), o “erro” e(t) pode ser calculado de forma inde-
pendente pois é fungao de Z(t), que por sua vez depende apenas de x(t) e de u(t).
A fim de simplificar a notacdo, sejam

Ae(t) 2 e(t) —e(t— At) e (5.9)

t—At
AF(t / fi(r dT—/ fi(r)dr . (5.10)
A duracao do intervalo, At, torna—se implicita, e (5.8) pode ser reescrita como

= Ae(t)
“l0) = xR -

(5.11)

A equacdo acima poderia, em principio, ser utilizada para calcular 8;: as Figuras
5.1 e 5.2 sumarizam a computagao. Particionando o dominio do tempo em inter-
valos de duracio At e calculando 6, para cada um deles, é possivel definir uma
funcdo continua por partes 6 (t), estimativa do parametro®. Antes de prosseguir
nessa linha, ha duas questées que devem ser discutidas.

O primeiro problema com (5.11) é a possibilidade de divisao por zero. Quando
xz(t) — 0, e.g.um sistema estdvel retorna ao ponto de equilibrio 2z = 0, ou
Az(t) — 0, e.g.z(t) # 0 € A (A1), a trajetéria do sistema entra no espago
nulo de A1, AFi(t) — 0 e torna-se impossivel® estimar 0 (t) a partir de (5.11).
Tal limitacao é inerente aos métodos sendo desenvolvidos aqui, mas hd um contra-
ponto: se a estimativa 61 () estiver sendo calculada para fins de controle, entdo o
conhecimento do parametro nao é necessario quando o mesmo nao afeta o sistema.
Do ponto de vista computacional, tais situagoes podem ser detectadas e tratadas
de forma ad hoc, por exemplo limitando () € [0,1] quando a divisao falha, ou
alertando o usudrio quando | f1(t)| é menor que algum valor predefinido. Ademais,

40 estado x(t) e a funcdo fi(t) sdo diferencidveis, portanto continuos. 6;(t) é assumida
continua por partes portanto, na pior das hipdteses, sera aproximada pelo seu valor médio
em eventuais descontinuidades (ndmero finito) no intervalo. Para detalhes técnicos, vide
p.ex. [45].

5 Assume-se aqui alimentar a seqiiéncia de “amostras” 6; a um hold de ordem zero.
Outras formas de interpolagdo seriam também possiveis.

SDivisao por zero, se Ae(t) # 0, ou forma indefinida 0/0, se nao.
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cabe notar aqui que a presente discussao omite os ruidos de processo e de medicao,
que poderiam prover excitacao adicional do sistema para manter AFi(t) # 0 na
maioria dos casos. A contrapartida seriam possiveis erros introduzidos na estima-
tiva.

O segundo problema com (5.11) estd relacionado a largura de banda: o valor
de At funciona como um intervalo de amostragem. Sem tentar aqui produzir uma
prova matematica rigorosa, mas apenas para fins de argumentacao, seja a trans-
formada de Laplace (.¢) da Equagao (5.8), abaixo (com f1(0) = 0, por hipdtese):

0\ (1) < /O i) dr /O e d¢> ~ /0 )0 dr

t—At
_ /O Fu (PO () dr
R

N 1 — ¢—(AD)s 1 — ¢—(AD)s

O1(s) * <F1(s)) N (O(s) x Fi(s)) . (5.12)
O primeiro membro de (5.12) pode ser interpretado como a convolugao entre a
transformada da estimativa ©1(s) e F(s), essa tltima precedida pelo hold de or-
dem zero (1 —e~(A8%) /5. No segundo membro, a convolucio entre a transformada
do valor real do parametro 01 (s) e Fi(s) ocorre antes de o resultado ser filtrado por
aquele hold. A parte linear do modelo LPV normalmente funciona como um filtro
passa—baixas para o parametro, e o lugar das raizes de det(sI — (Ag+ A1601)) =0
com 0; € [0, 1] poderia ser usado para determinar At a grosso modo, i.e. assumindo
que o parametro seja estatico ou varie lentamente. A andlise correta passa pela
aplicacao dos resultados do Capitulo 3, caso contrario problemas como introdugao
de erros devido a aliasing ou atraso excessivo na estimativa, proporcional a At,
podem acontecer.

5.2.2 Métodos em Malha Fechada

A configuragao em malha aberta descrita na se¢ao anterior nao usa realimentagao
para refinar a estimativa, o que poderia ajudar a eliminar erros e rejeitar disturbios.
Buscando essas caracteristicas adicionais, uma nova estimativa em malha fechada,
denotada 6, (t), é proposta aqui. Assumindo inicialmente que tal estimativa ja
fosse conhecida, sejam

eg(t) = 01(t) — 01(2) (5.13)

#(t) = 2(0) + /0 [(Ag + 01(7)A))x(7) + Bu(r)] dr (5.14)
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—xuT

S /

e(t) = [, O (T) fi(r) dT ~e(t — At) +0,(t — At) [, fi(7) dr

Figura 5.1: Calculo do erro, método em malha aberta, um tinico parametro.

T vt f J 7
B _,_’-——//
—
F AF
\ ANt
v sgn(Ae) )
—exp(—(At)s) senar ()
° 0,
AT‘)
e Ae
N 7
\_/
—exp(—(At)s)

Figura 5.2: Calculo da estimativa, método em malha aberta, um tnico
parametro (incluindo o artificio numérico, ocasionalmente usado, de calcular
a divisao por meio da diferenca de logaritmos).
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o erro de estimacao e a resposta do sistema com o parametro estimado, respecti-
vamente. Procedendo como em (5.7) com Z(t) no lugar de Z(t), e(t) é redefinido
como:

et) & 217 (a(t) — &(1))

t . (5.15)

Dado e(t) acima, o desenvolvimento é semelhante ao da se¢ao anterior com
uma maior diferenga: antes, assumia—se que 6;(¢) poderia ser aproximado pelo
valor médio no intervalo em que Ae(t) era calculado, para que pudesse ser “ex-
traido” da integral; a nova hipétese é que a dinamica de ey(t) seja mais répida
que a de fi(t). Uma vez que 01(t) deva acompanhar 6;(t) mesmo se z(t) e f1(t)
variarem rapidamente, o erro deve ser ainda mais rapido que essas duas grandezas.
Isso informalmente justifica a hipétese. Assim, em intervalos de tempo curtos o
bastante, fi(t) é aproximada pelo seu valor médio e extraida da integral em (5.15):

¢

e(t) —e(t — At) = fi(T)eg(T) dr
t—At

~ fi /tt eo(T) dr. (5.16)

—At

Na expressdo acima, f; pode ser substituido pelo seu valor real fi(t), conhecido”.
Reutilizando a defini¢ao (5.9), e definindo ainda

t t—At
AEy(t) = / ep(T) dr —/ ep(T)dr (5.17)
0 0
a variagao do erro pode ser escrita como

AEy(t) =

(5.18)

Alguns problemas surgem, como antes, se o valor de fi(t) se aproxima de zero:
Ae(t) também tende a zero nesse caso. Uma vez mais, a implementacdo compu-
tacional deverd estar preparada para lidar com isso.

7O argumento de aproximacdo pela média foi utilizado apenas para justificar a “ex-
tracao” de f; da integral. Utilizar depois o valor real, i.e. , desprezar a aproximacao depois
que ela cumpriu seu papel, ndo seria problema. Contrastando com isso, a aproximagao
que se segue em (5.19) (“derivacao” aproximada) permanece vélida até o final.
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B . f sUT

u T T < 2
\\ AO ,/ 72UT
01A1
4y |04
B N

e(t) = [J eo(T)f(r) dr (antes: e(t) = [ 0(7)f(r) dr )

Figura 5.3: Calculo do erro, método em malha fechada, um tnico
parametro.

Retornando a (5.17), eg(t) pode ser aproximado por
t
AE@(t) = / 69(7') dr ~ ég(t)At ,
t—At

tal que

colt) ~ Aiet(t)

A expressao acima fecha a malha do estimador: se ey(t) é alimentado a um sis-

(5.19)

. ~ N Z ~ .
tema linear com fungao de transferéncia g(¢) «— G(s) (ou, numa versao discreta,

g(k) EAN G(z), onde Z é a transformada Z), a saida desse sistema pode ser usada
como a estimativa 6, (¢) (ou 0, (k)). Esse filtro G definido ad hoc deverd ser passa—
baixas, pela necessidade de integrar/filtrar o erro. Mesmo um ganho puro poderia
funcionar com G (o sistema LPV faria parte do papel de filtro), mas visto que
(5.16) introduz um atraso na realimentagao, ganhos elevados podem causar insta-
bilidade. A Figura 5.3 sumariza o calculo do erro.

Simplificagao

Um estimador ainda mais simples pode ser obtido eliminando (5.16) e o desenvol-
vimento que se segue. A operagao de divisao em (5.18), mais o que na prética se
torna uma diferenciacao em (5.19) a medida que At — 0, sdo substituidas pelo pro-

duto ef(t) £ e(t) fi(t), que por sua vez é usado como entrada de um filtro continuo

h(t) JEIN H(s) (ou de um filtro discreto, h(k) AN H(z)), a fim de produzir a

estimativa 6, (t) desejada. Em resumo:
er(t) = fi(t)e(t) , tal que (5.20)
O(s) = H(s)Eg(s) . (5.21)
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O procedimento acima ¢é justificado ao reconhecer que o problema original
pode ser reinterpretado como uma modulagao em amplitude da portadora fi(t)
pelo sinal 6, (t) e que, em principio, um demodulador sincrono (vide, por exemplo,
[46]) poderia ser usado para recuperar o parametro. Na modulacao de amplitude
classica, o sinal, centrado numa banda base, é multiplicado por uma portadora
de alta freqiiéncia, usualmente uma sendide: o conteudo espectral do primeiro é
meramente translado para a freqiiéncia dessa 1iltima. A demodulagdo consiste em
uma segunda multiplicagao pela portadora, gerando um sinal com componentes
tanto em torno da banda base quanto em freqiiéncias proximas ao dobro da por-
tadora: essas sao eliminadas por um filtro passa—baixas, e o que resta é o sinal
original, recuperado. No problema de estimacao de parametros aqui estudado,
em contraste, a portadora f}(¢) ndo é necessariamente uma sendide, e seu espectro
quase certamente se sobrepoe ao de 0 (t). A funcao de transferéncia H(s) funciona
como o filtro passa—baixas do demodulador classico, mas enquanto esse tltimo é
configurado em malha aberta, aqui a configuracao em malha fechada é essencial
para rejeicao de erros, permitindo eliminar a informagao espuria de f;(¢) da esti-
mativa.

5.3 Extensao para Miiltiplos Parametros

Até este ponto a discussdo esteve restrita & estimacdo de um tdnico parametro.
Os métodos apresentados podem ser estendidos para estimacao simultdnea de
multiplos pardmetros de forma relativamente direta, mas ha restrigoes. Sem perda
de generalidade, seja um sistema LPV com dois parametros, 0 (t) e 02(t), coefici-
entes A1 e As. Do ponto de vista dos métodos apresentados neste capitulo, s6 é
possivel estimar 61 (t), por exemplo, se for possivel isolar no estado informagao que
dependa apenas desse parametro e nao de 6;(t); obviamente, a reciproca também
vale para 05(t).

Para avaliar se existe interferéncia entre pardmetros, uma primeira providéncia
é tentar reestruturar A(O(t¢)) numa forma diagonal por blocos ou, se possivel,
numa forma canénica de Jordan. A andlise dos elementos ou blocos na diagonal
revela quais sdo os modos naturais do sistema, e quais dos parametros afetam
cada um desses modos; no caso de dois parametros, ha quatro possibilidades: mo-
dos em que o tnico pardmetro é 61(t), modos em que o tnico parametro é 0a(t),
modos onde os dois parametros atuam, e modos que independem deles. Modos
com parametro Unico sdo os mais simples de se lidar: se o paradmetro é 6;(t), por
exemplo, basta fazer com que os elementos de X correspondentes aos modos afe-
tados por 03(t) sejam zero para que fi(t) seja ortogonal a esse segundo parametro,
i.e.ndo seja afetada por ele. Nesse caso, 61(t) pode ser estimado como se fosse
tnico. Tal condi¢ao pode ser expressa em termos de range(A;) —range(Az) # 0, e
a reciproca vale para o segundo parametro. Por outro lado, completa superposicao
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tal que range(A;) = range(As) impede que qualquer um dos dois parametros seja
estimado. Casos como range(A;) 2 range(As) recaem na primeira situagao em ter-
mos de 61 (t), mas na segunda para 05(t); 01(t) pode ser estimado normalmente e, se
sua estimativa 0 (t) for descontada daquilo que se obtém dos modos em que 6, (t)
e 05(t) se misturam, torna-se possivel estimar fy(¢) para o segundo pardmetro. O
sucesso desse procedimento depende de que a dindmica da estimativa de 61 (t) seja
mais rapida que aquela da mistura, o que nem sempre é verdade. Para uma andlise
precisa é conveniente voltar ao Capitulo 3, repetindo os calculos para o sistema s6
com 0 (t) (fazendo 62(t) = 0), cf. o sistema com a mistura de parametros.

Para encerrar esta secao, cabe comentar que as idéias discutidas no paragrafo
anterior também valem para sistemas com trés ou mais parametros. As possibi-
lidades de superposi¢ao aumentam combinatorialmente, podendo ser pensadas da
seguinte forma: um sistema de ordem n pode ter, no maximo, n modos indepen-
dentes; se 0 nimero de parametros for maior que n, alguns dos modos certamente
misturardo parametros®. Ainda assim, a existéncia de exatamente n parametros
nao impede que seja possivel estimar todos por eliminagao recursiva. Um nimero
maior que n certamente implica que nem todos poderao ser estimados. Por outro
lado, conforme visto antes, um numero de parametros menor que 7, mesmo tao
pouco quanto apenas dois, ndo garante que nao possa haver problemas. Cada caso
deve ser analisado individualmente.

5.4 Exemplos

A fim de ilustrar a utilizacdo e o desempenho dos métodos desenvolvidos acima,
trés exemplos serao apresentados aqui. O primeiro é uma versao nao—autéonoma
(i.e., com entrada u(t) exdgena) do sistema introduzido na Se¢ao 3.4, o segundo
é original, e o terceiro é a conclusao daquele iniciado na Se¢ao 1.2.1.

5.4.1 Primeiro Exemplo

Seja o sistema
#(t) = A(O(t))z(t) + Bu(t) ,
com A(O(t)) como em (3.26), repetida abaixo por conveniéncia,

3
AO() = Ag+ ) Arbi(t)
k=1

-1 I 30 0o -3 0 0
= 4 = |2 — 2 _
to= Ty A= g o=y =g ]

8Invoca—se aqui o “principio dos buracos de pombos” (pigeonhole), também conhecido
como principio de Dirichlet. Vide, p. ex., [47].
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e B = [1 1]T. As condicoes iniciais s@o nulas e a excitacao do sistema é feita
pela entrada u(t), uma onda quadrada de amplitude unitaria e perfodo 10.

A Figura 5.4 mostra a resposta do sistema para 61(t) = cos?(t), 6a(t) =
05(t) = 0, e os resultados da estimac@o desse primeiro parametro através dos trés
métodos: malha aberta, malha fechada e malha fechada simplificado. O valor de
At adotado foi 0.05, e ambos os métodos de malha fechada usaram o mesmo filtro
G(z) = H(z) = Z31 (determinado empiricamente). A decomposicdo da matriz

e 1 0|15 01 O =
Aq é trivial, A1:U121V1T:[ ][ 0] [O 1],‘5&1 que leﬁ[l 0] e

0 1/1]0
fit)=1[1 0] x(t).

j NA /\\ /A
i N | ﬁ

[

] \
5 10 15 20— 25

I I
10 15 20 25 30 35

01(t) = cos?(t): azul, 01 (t): vermelho

i
L

ol
LAY
25

30 35

61 (t) = cos?(t): azul, 6;(t): vermelho

61 (t) = cos?(t): azul, 61 (t): vermelho

() (d)
Figura 5.4: Primeiro exemplo, estimagao de 6, (t): entrada e saida do sistema
(a), método em malha aberta (b), método em malha fechada (c) e método

em malha fechada simplificado (d).
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Quanto & aparente” exatidao dos resultados, nota-se que o melhor método é
o em malha aberta, com os métodos em malha fechada regular e simplificado em
segundo e terceiro lugares, respectivamente. Em defesa deste dltimo pode—se argu-
mentar que seu desempenho é proporcional a amplitude da resposta, enquanto que
os dois outros métodos seriam numericamente mais frageis. De fato, na Figura 5.5
podem ser vistos os resultados da mesma simulacdo com ruido branco, o2 = 0.01,
adicionado ao estado (simulando ruido de medigao): os métodos em malha aberta
e em malha fechada divergem, enquanto o método em malha fechada simplificado
continua funcionando.

01,6,
15¢

1.0

05

-05

61 (t) = cos?(t): azul, 61 (t): vermelho

Figura 5.5: Primeiro exemplo, estimacao de 6,(t) via o método em malha
fechada simplificado, com ruido.

A estimagdo dos outros dois parametros, individualmente com O(t) = [0, 1 +
cos(t)sin(t) , 0]* e ©(t) = [0, 0, sin?(t)]T para 02(t) e 63(t) sdo mostradas nas
Figuras 5.6 e 5.7. As decomposicOes sao, respectivamente, Ay = UQEQVQT =

[(1) (1)} [165 1(,)5] [_01 01] Y = s (L = () = [-05 —0.5]z(t)

0 1}|15 0|0 1 =
© As = UsZols = [1 OHO 0] [1 0} w5 =l 0= B0 =

[O 1] z(t). Quase todos os comentérios acima se aplicam, com duas novas ob-
servagoes: observando 5.6 (d) e 5.7 (d), vé-se que o estimador precisaria de um
ganho maior; por outro lado, 5.7 (¢) mostra uma estimativa que nao converge.
Em ambos os casos seria necessério adotar outros filtros G(z) e H(z), conforme
verificado experimentalmente (simulagao).

9Mais uma vez, medida qualitativa. Do ponto de vista utilitarista (vs. ponto de vista de
medida), uma estimava de parametro imprecisa em instantes onde a influéncia do mesmo
sobre o comportamento do sistema seja pequena ou desapareca nao seria problema.
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Figura 5.6: Primeiro exemplo, 0,(%): entrada e saida (a), malha aberta (b),
malha fechada (c) e malha fechada simplificado (d).
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u(t): amarelo, x1(t): azul, z2(t): vermelho 63(t) = sin?(t): azul, 3(t): vermelho
(a) (b)
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03, 0: 3, 03
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_10F
-02%
03(t) = sin?(t): azul, f3(t): vermelho 03(t) = sinz(t): azul, O3(t): vermelho

() (d)
Figura 5.7: Primeiro exemplo, 05(¢): entrada e saida (a), malha aberta (b),
malha fechada (c) e malha fechada simplificado (d).
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Uma outra questao relevante é a estimacgao simultanea de parametros, a ser
ilustrada pelo exemplo a seguir.

5.4.2 Segundo Exemplo

Este exemplo explora um sistema nao—autonomo relativamente simples, onde as
matrizes sdo “misturadas” por uma transformacao de similaridade. No exemplo
anterior a superposicao das influéncias dos parametros era clara, enquanto aqui
ela deixa de ser 6bvia. Tal sistema é

i(t) = A(O(t))x(t) + Bu(t)

(=6 +01(t)) 0 0 1
=T 0 H(=2+602(t))  14+63(t) | T 'z(t)+ [1]u®),
0 —1-05(t) L(—2+6:(1)) 1

(5.22)

com
0.817389 0.111420 0.789526

T = 10.187803 0.241361 0.0657388
0.542247 0.231155 0.396006

A matriz T foi gerada aleatoriamente, tendo como tnica precondicdo ser in-
vertivel: seu unico propésito é tornar o exemplo nao trivial. As matrizes Ay como
em (1.3) sdo obtidas a partir de A(O(¢)) acima. As decomposi¢oes dessas 1ltimas
em valores singulares fornecem U, X e Vj, definindo também os vetores ¥ e
finalmente as fungoes fi(t). Durante esses cdlculos, observa—se que A; tem rank
(posto) 1 enquanto Ay e Az sdo de rank 2: conclui-se assim que as estimagoes de
02(t) e de 03(t) nao sao independentes. Essa mesma conclusao poderia ser obtida
inspecionando (5.22), mas na pratica nao é necessario ter A(O(¢)) numa forma de
Jordan.

A Figura 5.8 compara o desempenho dos trés métodos ao estimar 6(t) em
O(t) = [cos?(t) 0 O]T. A entrada do sistema é u(t) = sin(27t/10), e as condigoes
iniciais sdo nulas. Foram adotados At = 0.02 e os filtros discretos G(z) =
0.2(z—0.001)/(z —1) para o método em malha fechada original, e H(z) = 500(z —
0.001)/(z — 0.99) para o simplificado. (Os filtros foram determinados empirica-
mente.)

Uma vez mais, a melhor estimativa aparente é a do método em malha aberta,
Figura 5.8 (a). Percebe-se que a segunda melhor estimativa, método em malha
fechada na Figura 5.8 (b), apresenta um ligeiro atraso, esperado, e problemas
numéricos quando f1(¢) — 0. Apesar do ganho alto, o método simplificado sofre
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Figura 5.8: Segundo exemplo, estimacao de um tnico parametro: métodos
em malha aberta (a), malha fechada (b), e malha fechada simplificado com
(c) e sem (d) ruido ~ .4#7(0,0.01).

ainda mais com esse ultimo problema, Figura 5.8 (c), mas por outro lado sua ro-
bustez na presenca de ruido, Figura 5.8 (d), e sua simplicidade de implementagao
compensam isso.

As Figuras 5.9 e 5.10 ilustram estimacao simultanea de dois parametros: 6;(t) =
cos?(t) e f(t) = 1/2 + sin(t) cos(t) na primeira, e Oo(t) = 1/2 + sin(t) cos(t) e
03(t) = sin?(t) na segunda. Em ambas o método usado é o em malha aberta, e
a excitagao do sistema se d& pela condicao inicial z(0) = [1 1 1]T
entrada exdgena é u(t) = 0.

visto que a

Na Figura 5.9 observa—se que, embora os resultados para 6(t) sejam qualita-
tivamente razodveis, o mesmo nao pode ser daqueles para 6;(t). Na Figura 5.10
a estimativa ég(t) estd incorreta, e ég(t) um pouco menos. Para contornar esses
problemas ¢é preciso tentar separar os parametros em diferentes modos.
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Figura 5.9: Segundo exemplo, estimagao simultanea de 60;(t) (a) e de 4(t)

(b).

[
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O2(t) = % + cos(t) sin(t): azul, f5(t): vermelho 63 (t) = sin?(t): azul, H3(t): vermelho
(a)

(b)

Figura 5.10: Segundo exemplo, estimagao simultanea de 65(t) (a) e de 65(t)

(b).

Seja a transformagao de similaridade

A(e(1)) = PAO() P,
com
~8.57155 —14.7557 19.5388
P = | —0.22976 1 0
~0.663388 0 1

Essa mudanca de varidveis torna A(©(t)) diagonal por blocos, o que jé é suficiente
para a estimacfo: nio é preciso recuperar a forma em (5.22). Utilizando A(O(t))
e Z(t) = Pz(t) do sistema transformado, obtém-se a Figura 5.11: estimacao si-
multanea e bem—sucedida de 61(t) e de 65(t) (método de malha aberta). Por outro

lado, nao hé transformacao capaz de separar 02(t) e 03(t), o que ilustra a limitacao
fundamental da idéia de se separar parametros.
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Figura 5.11: Segundo exemplo, estimacao simultanea e bem-sucedida de

01(1) (a) e de Ga(t) (D).

5.4.3 Terceiro Exemplo (Conclusao de 1.2.1)

Neste exemplo final retoma-se o sistema (1.5) com matrizes (1.15), conforme o
exemplo da Segao 1.2.1. O mesmo controlador é usado aqui, mas o parametro foi
mudado para 61(t) = sin(t) ao invés de cos(y(t)), tao somente para mostrar que
um parametro externo arbitrario pode ser estimado e usado tao facilmente como
a saida medida e calculada do artigo original.

A Figura 5.12 compara a resposta do sistema LPV com o controlador usando
o pardmetro exato, em (a), e a resposta do sistema com o controlador usando a
estimativa 0y (t), calculada como em (5.11), em (b). Os erros (diferencas entre as
respostas dos sistemas controlados e a referéncia) correspondentes a (a) e (b) sao
mostrados em (c) e (d), respectivamente. Apesar de a diferenca de escala mostrar
que o erro em (c¢) é menor, na pratica o desempenho é o mesmo. A Figura 5.13
mostra a estimativa 1 (¢) usada para gerar a Figura 5.12 (b). O valor estimado é
visto em (a), enquanto (b) é o respectivo erro (diferenca entre estimativa e o valor
sin(t)). A medida que o erro da Figura 5.12 (d) tende a zero a estimativa se torna
menos precisa, mas isso nao afeta a saida do sistema ou seu controle.
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Figura 5.12: Terceiro exemplo, resposta ao degrau, controlador de [2] com
o valor real do parametro (a), e respectivo erro (c¢). Em (b) o mesmo ex-
perimento é repetido com o controlador usando a estimativa mostrada na
Figura 5.13, obtida simultaneamente; (d) é o erro correspondente a (b).
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Figura 5.13: Terceiro exemplo, estimativa de 0;(t) (a) e erro (b), para sistema
e controlador descritos em [2], com a diferenga que o valor estimado é que
parametriza o controlador.




Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

A primeira contribui¢do deste trabalho foi adaptar o resultado apresentado em
[31] para o célculo de limites para o raio espectral de matrizes linearmente de-
pendentes de parametros. O raio espectral em si tem aplicagoes importantes em
areas como analise da estabilidade de sistemas discretos ou conectividade de gra-
fos. O uso do limite superior desse raio para estimar a largura de banda maxima
de sistemas LPV, conforme a aplicagdo / aproximagao proposta no Capitulo 3,
fornece o embasamento tedrico necessario para a amostragem de entradas e saidas
desses sistemas. O uso dessa informagdo amostrada na estimacao de parametros
via otimizagdo, Capitulo 4, e a escolha do intervalo At nos métodos continuos do
Capitulo 5 ficam assim fundamentados.

Como segunda contribuicao do trabalho, citam—se os métodos de estimagao
de parametros propriamente ditos, desenvolvidos nos Capitulos 4 e 5. O método
de otimizacao seria uma aplicagao basica de minimos quadrados ao problema,
abrindo caminho para o uso de algoritmos e técnicas de andlise mais sofistica-
das. Os métodos escalares, por sua vez, indicam como o problema de estimacao
de parametros pode ser resolvido através de estruturas simples, com filtros SISO
(single—input, single-output). No caso de miltiplos parametros, a decomposigao
proposta também determina quais desses parametros podem ou nao ser de fato es-
timados. O projeto formal dos filtros SISO utilizados, cf. a metodologia empirica
aqui adotada, podera ser explorada em trabalhos posteriores.

Por fim, hd a questdo de aplicagoes onde parametros estimados contribuem
para o controle de sistemas LPV. O exemplo iniciado na Secao 1.2.1 e concluido
na Secao 5.4.3 é apenas uma amostra do que pode ser explorado em trabalhos
futuros. Outros temas para pesquisa serao discutidos um pouco mais a seguir.
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6.2 Perspectivas de Trabalhos Futuros

O refinamento dos métodos de estimagao propostos e a adaptagdao de projetos de
controladores para sistemas LPV preexistentes tal que a informacao estimada possa
ser utilizada j& foram mencionados na se¢ao anterior. Ha também uma vertente
tedrica motivada pelo problema de estimagao de parametros, que seria o estudo
mais profundo de “observabilidade” e de “controlabilidade” para sistemas LPV.
No sentido convencional, essas duas palavras transmitem as idéias de se determinar
o estado de um sistema e de capacidade de se levar esse estado, por meio de en-
tradas de controle, até um valor desejado. Os parametros podem afetar esses dois
processos, assumindo valores que podem tornar um ou mais estados do sistema
indetectédveis, ou valores que tornem o sistema incontroldvel / nao—estabilizdvel.
Além disso, uma vez que os parametros podem ser vistos como parte do estado do
sistema LPV quando o mesmo é tratado como nao-linear de dimensao R""?, seria
possivel se falar num conceito de “observabilidade” dos parametros. Essa metéafora
de “observabilidade” formalizaria a idéia de que valores do estado do sistema, em
R"™, podem tornar um ou mais parametros indetectaveis (V f(©) — 0 no Capitulo
4 ou f(x(t)) — 0 no Capitulo 5).

Também em termos de teoria, outra possibilidade interessante seria reinter-
pretar os resultados obtidos no Capitulo 3 e aspectos dos métodos de estimagcao
de parametros do ponto de vista da geometria diferencial. O apéndice A apre-
senta alguns ponteiros nessa dire¢do, com foco na solucao de sistemas variantes
no tempo através da série de Magnus. Um exemplo seria o uso de métodos de
Runge-Kutta de ordens crescentes para se calcular a fungéo exponencial da ma-
triz do sistema, a fim de se obter a matriz de transicao de estados. Em sistemas
LPV, uma aproximacao capaz de aproveitar a linearidade (afinidade) da matriz em
relagdo aos parametros poderia ser mais adequada para computar a solugao das
equacoes diferenciais, e talvez uma representacao dessa resposta mais adequada
para a estimacao dos parametros.

Do ponto de vista de controle de sistemas LPV, além da adaptagao de con-
troladores parametrizados projetados a priori e alimentados com os parametros
estimados, outra idéia seria a computacao de controladores on-line, integrando
estimacao de parametros e controle. Isso viabilizaria estratégias onde a incerteza
sobre uma estimativa instantdnea dos parametros possa ser usada no projeto de
um controlador robusto, vélido para aquele instante. A mesma idéia de estimacao
on—line e incerteza variante no tempo poderia também ser usada para se obter me-
lhores aproximacoes LPV para sistemas nao lineares, ou no problema de estimagao
de estados. Incluiriam—se nesse 1ltimo caso o refinamento de métodos de Kalman
robusto [48, 49], por exemplo: a estimagao dos parametros poderia ser usada para
refinar a estimacao de estados e vice—versa, num processo iterativo.



Apéendice A

Teoria de Magnus

Este apéndice traz uma revisao sobre a série de Magnus, um método alterna-
tivo para solucao de equagoes diferenciais variantes no tempo. Embora nao se
desenvolva no presente trabalho nenhum método de estimacao de parametros di-
retamente baseado na teoria aqui apresentada, tal possibilidade fica em aberto.
Além disso, é interessante menciong—la nao sé por completeza, mas também pela
nova perspectiva que se obtém em relagao ao restante do trabalho.

A.1 Solucao de Sistemas Lineares Variantes
no Tempo

A fim de se obter uma melhor perspectiva sobre os sistemas LPV, o caso mais
geral dos sistemas LTV deve ser estudado antes: em particular, a solucao tem-
poral de (1.2). O material apresentado na primeira parte desta segdo é padrao,
baseado em [50]; embora seja uma boa introdugao ao problema, essa teoria pode
néo ser a melhor escolha para se explorar a estimacao de parametros LPV. Assim,
a segunda parte desta segdo apresenta o trabalho de Magnus [51], que parece ser
um ponto de partida viavel para se obter tanto resultados praticos quanto tedricos
sobre sistemas LPV.

A.1.1 Solucao Padrao

O primeiro passo para se resolver (1.2) é obter a solu¢ao do caso homogéneo, onde
a entrada exdgena u(t) é zero e a dindmica do sistema é excitada apenas por uma
condigao inicial z(tg). Quatro casos distintos serao analisados, desde o caso escalar
com coeficientes constantes até o matricial, variante no tempo:

(%)
(%)

ax(t), #(t) = a(t)a(t),
x(t), z(t) = A(t)xz(t).

75



APENDICE A. TEORIA DE MAGNUS 76

Nas equagdes acima, a é uma constante escalar; a(t) é uma funcao escalar do tempo;
A é uma matriz constante; A(t) é uma matriz variante no tempo. Assume-se que,
para um dado estado inicial z(¢g) = 2o (sem perda de generalidade, seja tp = 0), a
solucdo seja unica: para os casos variantes no tempo, é suficiente assumir que a(t)
ou os elementos de A(t) sejam fungoes continuas do tempo.

A solucdo mais simples é aquela de @(t) = az(t): se a condigao inicial é x,
entao
x(t) = exg .

Verificando,

z(t) = % (e“t:vo) =e%axy=a (eatxo) = ax(t) ,

portanto a equacao é satisfeita.
O caso matricial z(t) = Ax(t) é quase tao direto quanto acima: a solugao
x(t) = ety |
satisfaz

i(t) = % (eMa(tg)) = eMAxg = A (eMwp) = Au(t) .

Embora multiplicagao de matrizes nao seja, em geral, comutativa, essa propriedade
vale no caso acima pois

t2
eAt:I+tA+§A2+...: — Ak

portanto pré— ou pés—multiplicar e* por A resulta na mesma expressao.

A solugao de z(t) = a(t)x(t) é

2(t) = exp ( /0 t a(T)dT> 2

(t) = % <exp ( /0 ta(T)dT> xo) = exp ( /0 t a(T)dT) a(t)zo
= a(t) <exp ( /0 ta(T)(d)T> :co) = a(t)z(t) .

A comutatividade das matrizes é, uma vez mais, essencial.

pois
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Infelizmente, a solu¢do acima nao pode ser estendida a &(t) = A(t)z(t) pois,
nesse caso, a matriz A(t) e sua exponencial ndo se comutam:

exp</A dT>—I+/A )dr+
([ ) ([ o) o

A CINT df))‘““‘ ) ([ iorar) +
;</A d7> () +...+ Alt exp(/A d7>.

Para se resolver a equagao matricial LTV depende-se da uma hipétese ex-
tra que, se os elementos de A(t) forem fungoes continuas do tempo, entao para
cada estado inicial z(?)(ty) deve haver uma solucio tnica z()(t). Se z(t) € R
e A(t) € R™" entdao deve ser possivel selecionar n vetores iniciais () (¢) line-
armente independentes (LI), e entdo construir uma matriz nao—singular X (t9) =
[2M(tg) =@ (tg) ... 2™ (ty)]. Assumindo que as solugdes z(?)(¢) LI correspon-
dentes a tais condigOes iniciais possam ser de alguma forma obtidas, entao uma
(n&o tnica) matriz fundamental pode ser definida:

e entao

X(t) £ [zW@) 2@@) ... 2M@)] . (A1)
Tal matriz satisfaz, por construgao, a equagao diferencial
X(t) = A)X(t) . (A.2)

A matriz fundamental é nao—singular para todo t, caso contrario haveria algum
vetor nao—nulo v tal que z(t;) = X (¢1)v = 0, mas entdao z(t) = X (t)v = 0 para
todo t, em particular para t = ty: essa dltima afirmacao contrariaria a hipdtese de
independéncia linear dos () (ty).

Embora a matriz fundamental X (¢) nao seja tnica, a matriz de transi¢io de
estados definida como:
D(t,to) £ X (1) X (to) (A.3)

é de fato a solugao tnica para

D(t,tg) = A(t)D(t, to) (A.4)



APENDICE A. TEORIA DE MAGNUS 78

com a condigao inicial ®(tg,tp) = I. Algumas propriedades importantes de ® sao:

Bt t) =1,
(1, tg) = @(to,t) , e
(I)(t,t()) = ‘I’(t,tl)‘b(tl,to) , Vi, to, t1 .

Dada (A.4), a solucao da equagdo homogénea @(t) = A(t)x(t) se torna
ZL‘(t) = (I)(t,tg)l‘(to) ) (A5)

pois

A resposta completa de (1.2) é a soma da solugdo homogénea acima, (A.5), e a
solucao forcada pela entrada u(t). Essa tltima é obtida pela convolucao de ®(¢,tg)
e B(t)u(t), resultando em:

2(8) = Bt to)w(to) + / B(t, 7)B(r)u(r)dr (A.6)

to

= a(t.t0) (alt0) + [ (0. Bru(rIar )

to

y(t) = C(t) <<I>(t,t0)x(to) —i—/ @(t,T)B(T)u(T)dT> + D(t)u(t)

to

A expressao acima tem valor limitado do ponto de vista computacional, pois o
calculo de ®(t,ty) nao é trivial exceto em alguns casos especiais; ainda assim,
(A.6) tem seu valor do ponto de vista tedrico.

Considerando agora a equacao discreta

o[k + 1] = Alk]a[k] + Blk]u[k] (A7)
ylk] = Clk]z[k] + D[k]ulk] ,

a soluc@o para uma dada condicao inicial z[ko] e entrada u[k], conhecida em k > ko,
pode ser calculada recursivamente. Seja ®[k, ko] a matriz de transicao, solugao de

B[k + 1, ko) = A[k]®[k, ko] (A.8)
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com P[kg, ko] = I. Apesar da analogia com (A.4), o cdlculo de ® no caso discreto
¢é bastante simples:
Alk — 1)Alk — 2]... Alko] , k> ko

A9
I, k= ko (4.9)

(I)[k7 kO} = {

Entretanto, ®[k, ko] pode ser singular; além disso, sé é vélida para propagagao no
sentido positivo do tempo:

Dk, kol = B[k, k1] @[k, ko] , Yk > k1 > ko .

Com (A.9), a solugao de (A.7) pode ser escrita como:

k—1
k] = @[k, kolx[ko] + > ®[k,m + 1]B[m]u[m] (A.10)
m=kg
k—1
ylk] = C[k] | @[k, ko]z[ko] + Z Ok, m + 1|B[m]u[m] | + D[k]u[k] .
m=kg

A.1.2 Solucao via Série de Magnus

Apesar de (A.6) teoricamente resolver (1.2) e portanto seu caso especial (1.3),
o problema pratico e nao—trivial de se calcular a matriz de transicao de estados
permanece. Embora seja possivel obter solucoes numéricas via simulacao, tais
resultados sozinhos nao podem ser base para o desenvolvimento da teoria. Feliz-
mente a série de Magnus e a teoria dos grupos de Lie provéem nao sé resultados
Uteis para andlise [52, 53, 54], quanto ainda uma alternativa do ponto de vista
computacional [55, 56].

Comecando com a equacao diferencial
Y'(t)= A)Y(t), t>0, Y0)=Y€qG, (A.11)

onde G é um grupo de Lie — um manifold" diferencidvel, dotado de uma estrutura,
de grupo continua em relagao a topologia subjacente do manifold —e A(t) : RT — g
é continua no sentido de Lipschitz, i.e., para todos t1, t2 no dominio de A(t) ha
uma constante K > 0 tal que |A(t1) — A(t2)| < K [t1 —to|. g é a dlgebra de Lie

'Em portugués, “variedade”. O termo em inglés, cujo uso também é comum, serd
mantido.
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de G, a saber o espaco tangente a G — Conjunto de todos os possiveis valores de
7'(0), onde ¥(t) € G é uma curva suave e ¥(0) = I, o valor da identidade em G.

Da geometria diferencial, dado que a condicao inicial de (A.11) pertence a G,
sua solucao deverd permanecer em G para todo t > 0 [52]. Particularmente, se
Yy = 1, a identidade, entao a solucao pode ser dada por

Y () = exp (Q(t)), (A.12)

com €(t) a ser definido em breve. Pode-se argumentar que a expressao acima
seja uma generalizagao razodvel das equacoes estudadas na se¢ao anterior: (A.4) é
apenas (A.11) com a matriz de transi¢ao de estados na forma de uma exponencial,
por exemplo.

Antes de continuar, é preciso introduzir alguma notacao extra: defina—se ad® (,+)

como
D, k=20
ad®(p,q) &
#:9) {[adk_l(p,q),q} . k>1,
onde [-,-]: g x g — g é o Lie bracket ou comutador

[A,B] £ AB— BA .
Suas propriedades relevantes sao:
e linearidade em cada componente,
e antissimetria: [A, B] = — [B, 4], e
e identidade de Jacobi: [A, [B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A,B]] =0 .

Para que (A.12) seja de fato solucao de (A.11), Q(t) com Q(0) = 0 devera
satisfazer a equacao diferencial implicita

>

k:O

adk Q.0 =A.

Magnus [51] reconheceu que a expressao acima poderia ser reescrita explicitamente

como
00

B
O =A+ ad(AQ +Z 2’“

jad®(4,9)
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onde By, sdo nimeros de Bernoulli. §2(¢) pode entao ser escrita concisamente em
termos de A(t):

Q(t) :/OtA(m)df@—i—;/ot [A(ﬁ),/OKA(ﬁ))df} i+
1

4 /O t [A(Fc), /O " [A(s), /0 EA(n)dn] dg] Akt

1 t K K
— HA(/@),/ A({)d{] ,/ A(n)dn] de+... (A.13)
12 Jo 0 0

A implementagao prética de (A.13) e a solugao de (A.11) via (A.12) estao sujeitas
a trés fontes de erro:

e Truncamento da expansdo infinita;
e Discretizacao das integrais multivaridveis;
e Computacao das exponenciais de matrizes.

Em [55] os autores utilizam teoria de grafos para lidar com o primeiro desses
problemas e analisar o segundo. Quanto as exponenciais de matrizes, embora re-
conhecam que o problema existe e deva ser estudado mais a fundo, na prética
assumem que computacao até os limites de precisao de maquina é suficiente. Re-
sultados numéricos de um método de quarta ordem baseado na série de Magnus
sao comparados com aqueles obtidos via Runge-Kutta e Gauss—Legendre. De
qualquer forma, tal discussao foge do escopo deste trabalho: nao se pretende usar
aqui a série de Magnus para simulagao de sistemas dinamicos, mas sim para obter
limites de erro na anélise de sistemas LPV — tal discussao se encontra a seguir.

A.2 Sistemas LPV e a Série de Magnus

Seja a matriz

e seja L a &algebra de Lie gerada pelos X; acima e pelo produto de comutagao
[X;, Xi]. Sejam ainda ¢ a dimensdo (finita) de £, e {X1, Xo,..., X} uma base
para L.

Considere novamente a equacao (A.11), desta vez com a matriz identidade
como condigao inicial:
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A solucao por Magnus é da forma

¢
Y (t) = exp (Z Wi(t)Xi) ;
i=1

mas s6 é vélida em uma vizinhanga da origem. Por outro lado, Wei e Norman [57]
demonstraram que

¢
Y(t) = HGXP(@(t)Xi) (A.14)
i1

pode ser, com a base correta, uma solugao global para todas as algebras de Lie
resolviveis, e para quaisquer equacoes em R?*2. Como esses autores mencionam,
a principal vantagem de (A.14) é possibilitar a investigacao das propriedades de
Y (t) a partir das propriedades espectrais de cada um dos X, individualmente.

A equagao diferencial

¢
Zek(t)Xk =
k=1

onde os &; sao fungdes analiticas dos ¢;’s, permite relacionar as fungoes ¢;(t) aos
parametros 0;(t). Uma vez que os operadores X sao linearmente independentes,
entao é possivel escrever

¢
> ()i X (A.15)

N
Il
i
B
Il
—

0 =Z9' ou,
01 ol
0, 5%1 5‘1z &,

' o Sl |,
Oe ¢ ¢ %
onde, uma vez mais, os elementos £;; da matriz de transformacao = funcoes
analiticas dos ¢;’s. Por causa disso, o determinante det(Z) deve também ser uma
funcao analitica dos ¢;’s e, visto que Z(0) = I, deve haver pelo menos alguma
vizinhanga Ny de t = 0 em que det(Z) # 0. Assim,

%cp = f(0,)=="'0, ®0)=0, teN (A.16)

Como mencionado antes, se L é solucionavel, uma escolha adequada de base pode
tornar a solucao acima global, i.e. Ny pode ser arbitrariamente grande. A condigao
seria a existéncia de uma cadeia de ideais 0 C Ly C Ly_1 C --- C L1 = L onde
cada L,, de dimensao £ — m + 1 seja gerado por X,,,..., Xp.

Neste ponto, a discussao serd interrompida. Restaria encontrar a matriz = que
relaciona © e ®, para que a relacdo entre os limites de banda dos parametros e do
sistema, possa ser determinada.
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Transformacoes de Equivaléncia
e de Lyapunov

Transformagoes de similaridade sdo uma ferramenta muito 1til no estudo de sis-
temas lineares invariantes no tempo, pois a mudanca certa de varidveis pode de-
compor um problema de ordem elevada em um conjunto de equagoes diferenciais
de menor ordem, desacopladas. Embora transformacoes estaticas também tenham
sua utilidade para sistemas variantes no tempo, as chamadas transformagoes de
equivaléncia abrem maiores possibilidades de simplificacdo. Este apéndice traz
uma revisao do assunto, baseada em [50]. Do ponto de vista deste trabalho, um
aspecto extra deve ser observado: se um ou mais parametros do sistema LPV en-
trarem na transformacao, as respectivas derivadas em relagdo ao tempo também
entram. Isso pode ser um problema do ponto de vista da estimacao, mas é consis-
tente com o uso de tais derivadas em estratégias de controle LPV encontradas na
literatura citada anteriormente nesta tese.

Considere (1.2), sem ruidos, com z(t) € R", e seja P(t) € R™™ uma matriz
nao-singular continua com derivada P(t) também continua para todo t. Se

Z(t) 2 P(H)a(t) (B.1)

entao o sistema

z(t) = A(t)Z(t) + B(t)u(t) (B.2)
y(t) = C(t)Z(t) + D(t)u(t)
A(t) = (P(t)A(t) n P(t)) P(1) B(t) = P(O)B(t)  (B.3)
C(t) = Ct)P(t) D(t) = D(t) (B.4)

é algebricamente equivalente a (1.2). Isto pode ser verificado substituindo Z(t) =
P(t)z(t) e 2(t) = P(t)z(t) + P(t)i(t) em (1.2).

83
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Se X (t) em (A.1) é uma matriz fundamental! de (1.2), entdo
X(t)=P(t)X(t) (B.5)

¢ uma matriz fundamental de (B.2). Lembrando que tanto X (¢) quanto P(t) sdo
nao-singulares (esta ultima por hip6tese), entao X (t) também o é. Escrevendo—se:

P(t
P(t

(1) = P(OX(1) +
PH)X(t) +
(P(t + P(t)

A(
A(t) (P(H)X (1)

X(t)
A(t)X(t)
t)) (P1(¢)
A)X(t) ,

)
)

N—

) P(t)) X(t)
(

verifica-se (B.5).

A matriz transformada A(t) pode ser feita constante ou mesmo nula. A fim de
verificar isso, dado que X (t) é ndo-singular, escreve—se

e deriva—se a expressao acima quanto a t:

XIOX®+XT0)X1t) =0

wn
D
N
—~
~
S~—
I

A., entdo X(t) = e’ é uma matriz fundamental de Z(t) =
A(t)z(t) = AcZ(t). De (B.5),

P(t) = X)X 1(t) = et XL(1) |

assim,

P(t)A(t) + P(t )) P(1)

(eActX L) A(t) + At XL(E) + At XL(1)) X (t)eAct
= (e XV A(t) + Ace™ X TH(t) — eI X T A(t)) X (t)e !
CeActX l(t)X( ) —Act

A
A

C*

1Vide Secdo A.1.1
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Note que se A, = 0 entdo P(t) = X 1(t) e A(t) = 0, isto é, é possivel elimi-
nar a realimentagao de estado em (1.2). Isto nao é possivel no caso invariante no
tempo, i.e. com uma transformacao de similaridade; por outro lado, se P(t) é uma
constante P,, entao equivaléncia algébrica se reduz de fato a similaridade.

Se P(t) é nao-singular, e P(t) e P(t) sao ambas continuas e limitadas para
todo ¢, entao (B.1), (B.2), (B.3) definem uma chamada transformacdo de Lyapu-
nov. Sob tais condicdes mais estritas, nem sempre é possivel fazer A(t) constante,
menos ainda zero. Somente sistemas periédicos (e.g. A(t +T) = A(t)) garantida-
mente tém transformacoes de Lyapunov que resultam em matrizes A constantes
(teoria de Floquet).
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